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FORMULE DE CALCUL PRESCURTAT
o (a£b)’ =a® +2ab+b?
o (a+d) = a*+3a’h+3ab? +5°
ea’—b>=(a-b)(a+b)
o'~ = (a=b)(a® +ab+1?)
o+’ = (a+b)(a2—ab+b2)
"=(a=b)(a" " +a"%b+..+b""), Vne N, n21
o +b" = (a+b)( —a"b+..+b""), Vne 2N+1
o (a+b+c)? =a® +b%+c? +2ab+2bc+2ac
o @40+ ~3abe = (a+be)(a® +b2+c? ~ab—be—ac) sau
-u"+b3+c3—3abc=(a+b+c)%-((a—b)2+(b—c)2+(c—a)2);

o d’ +b° +¢ =3abe = (a+b+c)((a+b+c)2 —3(ab+bc+ac));

S i =(a+b+c)3—3(a+b)(b+c)(c+a)-

E‘] SUME REMARCABILE

n
S TuEvEeRs B )

k=1



n
5 Zk2:12+22+...+n 5

n(n+1) ]2
2

Definitie: Modulul sau valoarea absolutd a unui numar rvealleistei
distan'!;a, pe axa numerelor reale, dintre reprezentarea numaruiul §

origine. §
x, dacax=0 E( )| B E(x), dacaE(x)= 0 et
=1 dacax<o 1PN =1 B0, dact B <0

expresie E(x), x€ R.

Proprietati:
o |x20, VxeR;

o |x=0=x=0;
o =Pl e v
° lx|<c, c>0e xe (o)

o |x>c, c>0exe (—o0;—c) U (c;°);

* “xi‘\yllﬁl"iylﬁlxlﬂyl; 3 ,=" o 20
o |x-y=lxl:pl;

e :chl y#0;

y Pl

10

a+b—la—b, a+b+|a——b|

2

® min(a,b) = si max(a,b) =

PARTEA iNTREAGA, PARTEA FRACTIONARA

Definitii:

Partea intreagd a unui numdr real x este cel mai mic numar
intreg cel mult egal cu numarul x si se noteazi [x]

Partea fractionara a lui x se noteazi {x} si {x} = x—[x] ,

Proprietati:

o[x]:x@xe Z;
o{x}=0exez
0[m+x]=m+[x], Vme Z,
0{/n+x} ={x}, Vme Z,;
o.r~1<[x]$x<[x]+l;

. [.r]+{x+lJ+...+[x+n—_lJ=[nx], Vne N*, n=2 (Hermite).
n n

INEGALITATI REMARCABILE

e Daci a-b> 0, atunci %+322.
a

,Vx,yeR;

1"



o 21yt +22aytyzta,Vxy,2eR;
D o 2)
® 3- (xy+yx+zx) (x+y+z) S3~(x +y°+z7.
Inegalitatea mediilor
(adevaratd pentru numere strict pozitive)
, unde
min(a;) < my S mg <My <my, < max(ay )

a+ay Foaha, T
mh='—’_n’_— n

(media armonica),
1
k=1%

n . o
o edia geometricd)
mg:m—,fﬂak (meizg ’
k=1
n
2.9

ot ppdpt ot Pun _ k=l (media aritmeticd),
_ bttt Puln
z pitpytetPy n
(media patratica).

2
g12+a%+...+an -
m, = —— e e e
P n

Inegalitatea Cauchy-Buniakovsky- -Schwar:

(aby +azby +.. +ab) (a, +..+a, )(b1 +...+b, )

12

Z

R

Inegalitatea lui Minkowski

SNX? +a? 44y +b°

Inegalitatea lui Cebisev
sunt doud siruri la fel ordonate, atunci

x+y) +(a+b)

Daca (ak )k>1 : (bk )
n

n n
Z Z <n ak bk),
k=l k=l k=1
iar dac (ay ), (b, )sunt doua siruri invers ordonate, atunci

n n

Zak -Zbk Zn-Z(ak ‘bk) :
k=1 k=1 k=1

Inegalitatea lui Bernoulli

"21+rq, Va,reR, 0>-1,r>0

)
ELEMENTE DE LOGICA MATEMATICA, MULTIMI

* Se numeste propozitie, in sensul logicii matematice, un enunt
care, intr-un context dat, este fie adevirat, fie fals.

Valoare de adevir, tabele de adevir

‘ P qa | 1p|[pva]pra [ p>q | pog
{ e 1 1 1 1
I 10| o 1 0 0 0
e 1 0 1 0
0. 0 |- 0 0 1 1

® Se numeste predicat un enunt care depinde de una sau mai multe
variabile si care devine propozitie oricum am inlocui variabilele
cu valori alese dintr-o multime.

13



4. Fie functia f: [a, 5] - R derivabild, cu derivata continuj,

Lungimea arcului aflat pe graficul functiei favand itatile 1
: extremitatile in
unctele Ao(a, f(a)) si 4.(b, f (b)), este: t

b= fAH (£ f ax.

5. Fie functia f: [a, 5] - R derivabild, cu derivata continua,

i'uprgfa;a cor.pului Cr generat prin rotatia in jurul axei Ox a dome-
.1ulu1“ plan situat intre graficul functiei £, axa Ox si dreptele de
cuafil x = a, x = b are aria:

atia(C) = 2n [ £(0)\1+( £/ ()’ .

GEOMETRIE VECTORIALA
IN PLAN SI IN SPATIU

I. VECTORI LEGATI

"] NOTIUNI GENERALE

Definitie: Se numeste segment orientat sau vector legat orice
pereche ordonati (4, B) de puncte din plan.

Notatie: AB .
Punctul 4 se numeste originea vectorului, iar punctul B se

numeste extremitatea vectorului legat 4B.

DIRECTIE
Definitie: Doi vectori legati au aceeasi directie daca sunt nenuli si
dreptele lor suport sunt paralele sau coincid.

SENS

Definitii:

e Doi vectori legati nenuli coliniari au
acelasi sens dacd sensurile de parcurs de-
terminate pe dreapta suport comuna coin-

cid. A ds
e Doi vectori legati nenuli paraleli au
acelasi sens daca extremitatile lor se afld

in acelasi semiplan determinat de dreapta
care le uneste originile. / O / 02

LUNGIME
Definitii:
e Fie AB un vector legat. Lungimea vectorului legat AB este dis-
tanta dintre punctele 4 si B, cu alte cuvinte, lungimea segmentului
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neorientat 4B. Lungimea vectorului legat AB se mai numeste si
norma sau modulul lui 4B .
Notatie: | AB |, || 4B ||, d(4, B) sau AB,

-------- D
Definitie: Doi vectori legati nenuli se /
numesc echipolenti daca au aceeasi directie, 44~ ------ 5

acelasi sens si aceeasi lungime.

SEGMENT ORIENTAT
Definitii:
» Fie AB un segment orientat (vector liber) nenul. Spunem ci
punctul M imparte segmentul orientat 4B in raportul k, k € R,
laca are loc relatia:
MA =k- MB .

not. M4 &
 Numédrul £ = == R se numeste
MB

/B
AY M

eoremd: Fie AB un segment orientat (vector liber) nenul. Fie
€ R" un numir real §i M un punct de pe segmentul neorientat

aportul in care punctul M imparte seg-
nentul orientat AB .

4B] astfel incit MA =k - MB . Daci O este originea planului 2,
funci are loc relatia:

II. VECTORI LIBERI

NOTIUNI GENERALE

Definitie: Se numeste vector liber multimea tuturor vectorilor
legati, echipolenti cu un vector legat dat.

| OPERATII CU VECTORI LIBERI

ADUNAREA VECTORILOR LIBERI
Definitie: Definim suma vectorilor liberi # si v ca fiind vectorul

%+ V care are ca reprezentant vectorul legat OB ce verificd
relatia:
O4 + 4B =O0B.
Relatia de mai sus se numeste regula triunghiului sau relatia
lui Chasles.
Proprietéatile adundrii vectorilor liberi
Fie multimea vectorilor liberi din plan. Avem proprietitile:

1. comutativitate: u + v = v + 4,V 4, v € 7,
2. asociativitate: (# + v)+ w =u +(Vv + w),V u, v

s

, WE,
3. element neutru: 3 O e 7 astfelincat & + 0 = 0 + 4 = & R
Y u € 7, vectorul 0 este vectorul nul;
4. element opus: V # € 7,3 —u € 9, astfel incat
i +(-1i)=(i)+u=0.
Regula paralelogramului
Fie vectorii liberi # , v € 2.
Luam AB reprezentant al vectorului & i3]
liber % si AD reprezentant al vecto- ol | B
rului liber v .
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Construim paralelogramul ABCD, unde C este varful diagonal
opus lui 4. Vectorul legat AC este reprezentantul vectorului liber
suma % +v .

SCADEREA VECTORILOR LIBER|

Fie 4, V¥ e  doi vectori liberi necoliniari. Fie O4 un repre-
zentant al vectorului # si OB un reprezentant al vectorului v .
Definitie: Definim diferena vectorilor liberi i y
ca fiind suma dintre vectorul 7 si opusul Iui v,

adica vectorul liber 7 + (=7) = 7 _ 7,

care are ca reprezentant vectorul legat BA ce verifici relatia
BA =04 - OB.

(Oricare ar fi punctele 4, B e 2 avem OB + Bd = 04 o)

iNMULTIHEA UNUI VECTOR LIBER CU UN NUMAR REAL

Fie 7 multimea vectorilor liberi din plan.
Definitie: Fie o € R” un numdr real nenul §i % € 9 un vector liber
1enul. Definim produsul dintre numsrul real o si vectorul
iber # ca fiind vectorul o7 , care are:

a) aceeasi directie cu # ;

b) acelasi sens cu # daci o> 0 si un sens contrar lui # daca
L=0:

©) lungimea |o - || 7 ||.
roprietatile inmultirii unui vector liber cu un numar real

Pentru orice numere reale nenule o, B € R si orice vectori liberi
', V €7 avem:

Lo(u+v)=ai+av;

2. (a+B)d =i +Piu;

]

3. (@B)u =aBu)=Bau );
4.1 i

U =

L | VECTORUL DE POZITIE
Fixand un punct O in planul 2, oricdrui punct M din planul 2

R ; itie al
i se asociazd vectorul 7 =OM , numit vectorul de pozitie al

punctului M. B
Notafii: ~ M(F) — punctul M care are ca vector de pozitie

vectorul 7 ;
7,, — vectorul de pozitie al punctului M.

e Vectorul de pozitie al punctului care imparte un segment

intr-un raport dat .
Fie O un punct din plan, segmentul [4B] si M € (4B) astfel

T A & k. Fie A(r,), B(rp), M(7,) . Atunci
MB
ki 1 P e

v =

Caz particular: k=1

= 475 vectorul de pozitie al mijlocului segmentului [4B]
2

e Vectorul de pozitie al punctului de concurenti a trei ceviene
intr-un triunghi _
ABC — triunghi; O — punct fix in spatiu; M — punctul de
concurenti al cevienelor A4’, BB’, CC’, unde
B4 k, CB _k AC o
i

ACHE A v eh
ki +kr+kr,

atunci 7, =
o K+ ke, g
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