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OBLEME DE CALCUL MATRICEAL

.r(X), au aceiaqi divizori

,4=C, atunci existi qi

:1.

4,.C, atunci:

=L",nll.

En u ntu ri

Capitolul A. Cazuri particulare

A.l.n=2

Probleme rezotvate

R.A.l. Fie ne N,n > 3. Determinafi matricele X. % (R) astfel incdt:

x' + x'-' =( 
r -t)

[-1 r)
Lauren/iu Panaitopol

Solufie. Din enun! avem cd det X'-z'det(X'*Ir)=0, de unde detX=0

sau det (*' * ,,) = O. Dacd det (r' * ,,) = 0, atunci:

det(x +tlr).det(x -ilr)= 0 = (aetx +iTrX -1) (aetx -iTrX -1)= 0 =
>(OetX-t)t * (frX)'=0e detX =1 $i TrX =0= X2 *Iz=Or.)

= Xn + Xn-z = Oy contradiclie. Astfel, detX = 0, ceea ce implic[, inductiv,

cd Xk = (rrX)o-'x,(v)treN-. Deaici:

l{r,x)'' +(rrx)'-']" = (-t, l')= (rrx)' +(rrx)'-' :2.

Pentru n impar, ultima ecuafie are solufia unicd TrX = 1, ceea ce implicd
t(t -t\X =11 l. Pentru n par, oblinem TrX e{-t,t}, ceea ce implicd2[-1 | )
t( t -1\X =+-1 l.2[-1 | )

R.A.2. consider'm murlimea de matrice , :l(:, 
:)1,,r. *). Ardtali cd,,

pentnr fiecare n e N, n ) 2 , mullimea M conf;ne exact dou[ submullimi H cu n
elemente stabile' 

Marcer rena
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Solufie. Se observd cd,, dacd XY = O2,X,Y e M, atunci X = Oz sau y = Oz.

De asemenea, XY =YX, (V)X, Y e M. presupunemcd, O, E H.
Fie 11 ={Xr,Xr,,...,X,\. Dac[ X e H, atunci ,W.M2...M, = XrXr...X,, de

unde rezultU("' - tr)XrX, X, = OD deci X" = Iz.Este clar cd det X: I >

:[;

Dacd

> a2 + b2 = L punem a = cost,b= sin /,/ elo,zn\ > x, =( "':" sin n/) 
=

\-sln n/ cosnt )

?)=' =T,o =0,n-,> H -{[j::1 ili)l' =T,o=,,_,]
verifici primul caz, iar

r< = s1q I, tO tn-r' 
)

R.A.3. Dacd x e Mr(a.) este o matrice, atunci detx -(rrx)' -rrx' 
.

2
Sof u!ie. Din teorema Hamilton-Cayley, X2 -TrX . X + det X = O, , aplicAnd
unna, obfinem:

Trxz -(Trx)'z +2detx:0 > detx -(rrx)'rrrx' .

2

R.A.4. Dacd, A,B e Mr(a,)sunt doudmatrice qi x e c, atunci avem egalitatea:

det(A+xB) = det A+ (rrl TrB -rr (za)). x + det B . x2 .

sotulie. Luand A =(o b) 
,i u =(" /). ou,in.*'

[c d) ' [s h)'--'----""
a , , -\ la+xe b+xfl 2/ ,det(A+xB)=l- t=x-teh-gf)+x(ed+ah-bg-cf)+ad-bc=\ / lc+xg d+xhl \

: x' det B + ,(rr,l.TrB - rr (da)) + det A.

Consecinla 1. Pentru x = I, obJinem cd:

det(A+ B) = det A + det B + rr (,a). rr (n) - rr (,la),
astfel det(A+ B) = det A +detB <> rr (,A). rr (a) = rr (An).

OreH, atunci H'=H\{Or}
f( "ott, sinr, \lo = t[-"'n ,n",,r)'r
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xnci X=O, sant Y=Oz.

r cd, O, e. H.

Wz,.Mn = XrXr...Xn, de

,. Este clar c[ detX: 1 >
( cosnr sinnl\

>X" =l l=
[-sinnr cosnt )

=2ko,k=o,r-r\.n)
iar

u {o,}

TrX)'-TrX2
2

X +detX = O, , aplicAnd

TrX)'-TrX'
2

l, atunci avem egalitatea:

))'-t * det B 'x2 .

n:

+ah-bg-cf)+ad-bc=

Bl-rr(AB),
rrl"eB).

CRprtolul A. Cezunr eARTIcULARE 13

Consecinla 2. Pentru x e {-1,1}, avem cd:

det (A* B) - det(A - B) = zlrrt. rrB - rr (n)1,
deci det(.4+B)= det(A-r)o TrA.TrB =rr(AB).
R.A.s. Fie A,BeMr(A) astfel inc6t AB+BA=Oz qi det(A+B)=9.
Ardtali cd. TrA = TrB = 0 .

G.M.B.
Sof u!ie. Avem (l- n)' = A' + B' = (A* B)' , de unde det(A-B) = O.

Cum AB+BA=Q,rezultd ca Tr(AA):0. Relatiile det(,,4-B)=0 =ag(,n+A)

implici fr (,ln) = TrA. TrB =0 si det(l + B) : det A +det,B : 0.

Presupunem cd TrA = 0. Din teorema Hamilton-Cayley rezultd:

(1,+ a)' -rr(A+ a)(,1+ B) = or. ) Tr(A+B) = o > TrB = 0.

R.A.6. Dacd" A,B.%(R) , iar e e C\lR este o rd.ddcina de ordinul trei a

unitdtii, atunci laet(,a + ea)l' = det(A' + 82 - BA)-det(AB - BA).

F lorin Stdnes cu, G. M. -B

Sotulie. Folosind * + t+ 1= 0, ,.2 =I,e +i =0,+= s, putem scrie:

laet (,a + en)l' = det(A + sB).det(A +in) = det(A' + Bz + eBA +}1a) =

iu* (r(o' * B')-(r+ e)n.n+ AB)=

*(u" ("(o' + Bz - aA)+ AB - BA))=

!lu"1ou - BA) + e' det(A' + 82 - ad) +

'(r, (,a' + B' - nt) .rr (aB - BA) - rrl(t + Bz - at)(n- 
"r)])] 

=

\lo"1ou - BA)- r(rr(,t'a * A2 BA+ 82 AB - 83 A- BA2 B +(BA)'))+

e'det(A'+82 -BA)f =

u(a"t(an - BA)+ err(,a'a' -(n)')+ r' d"t(,a2 + Bz - uo))=
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= €der(AB - BA)+ e'rr(,a'a' -(Au)')+ e, det(,tz + 82 - BA) =

: e det(AB - BA)+ e' det(AB - BA)+ det(A, + 82 - BA) =

= det(AB-ad)(e+e')+det( A2 +Bz -BA)=det(A, +a, -at)-det(AB-BA).
Este evident cd qi laet(r + el)l' = det(A, + 82 - AB)- det(An - BA).

R.A.7. Fie A,B. % (R) astfel incdt A2 + 82 =2A8.
a) Ardtali cd AB = BA.
b) Ar[tafi cd" TrA = TrB.

Marian Ionescu
Solulie. Vom face demonstralia pentru A,B e Mr(A).
a) Din enun!, avem: Az + 82 -2AB = O, > 0 = det (O, * A, -ZlA)=
= det(A'+ 82 -AB-BA-(dn-BA)):det(A'+ Bz - AB-BA)+
+ det(AB - BA) - *(A'z + Bz - AB - BA). *(AB - BA) +

+ trlQa - ad)(,n' + Bz - AB - BA)f= det(A- B)2 + det(ta - a,a),deoarece

tulUB - BA)(A'z + Bz + 'ln + ad)f= 0. Tot din enunJ oblinem c[:

Az + 82 - AB - BA= AB - BA= (l- n)' = AB - BA> det(A- B)' =
: det(AB - BA),iar din o = det(A + B)' + det(Aa - BA) +

= 0 = 2det(AB - BA)> det(AB - BA)= 0 = (ts - BA)' = gr.

Cum A2 + 82 - AB - BA= AB - BA= (.q- n)' = AB - BA>

= (A - B)o = (dn - BA)2 = o, ) (l - n)' = o, + A2 + Bz - AB - BA = oz )
= AB-BA=Or) AB=BA.

b) Cum (l- a)' = o,dinteorema Hamilton-Cayley ob[inemcd.:

(,q- a) -rr(A- B) = o = (rr(,t - B))' = 0 + rrA = rrB .

R.A.8. Fie A,B doud matrice de ordinul doi, avdnd elemente numere reale,

astfel incdt Az + Bz = AB qi BA = Oz. S[ se arate cd, AB = Oz.

Solufie. Dacd, ee C \ lR este o rdddcina de ordinul t "t uunit?ll,""X!::NX

loet(,a + ea)l' = det(A' + 82 - BA)-det(Aa - BA)= det(Aa)-det(,aa)= 0 =
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\ +B'-BA)=
_BA)=

ra' -a,n)-det(AB-BA).

r)- aet (da - a\.
B.

Marian lonescu

:).

A: + 82 -2AB):
'-AB-a,e)+
r)*
+det(AB - BA), deoarece

rnt oblinem cd:

t= det (,q- n)' =

at) +
- ne)' -- or.

?_BA=

lt=B?-AB-BA:oz)

r obginem cd:

0=TrA=TrB.
Ld elemente numere reale,

'e AB=Oz.

Dinu $erbdnescu
rei a unitdfii, atunci avem:

dm(-rB)- det(Aa)= 0 =

CRprroruL A. Cnzunr eARTIcULARE 15

= det(A+ e B)= 0 :> det A+ e(fr,,l.TrB -fr(e7))+ e' detB = 0 >
> det A=TrA.TqB-fr(,lB)=detB. Din BA=O, avem cd cel pulin una

dintre matricele A sau B arc determinantul nul, de unde detA=TrA.TrB -
- fr(n)=det B:0. Rezultd A2 =TrA.A qi 82 =TrB'8, de unde, inlo-

cuind in enunf, oblinem TrA.A+TrB.B = AB > (frd)' +(fri)t =fr(AB)=

= rr(A).rr(a). Dacd rrA+0, arunci t-:+*(!8,)' =0, deci !:!TrA \rrA ) TrA

este solulie pentru ecua{ia 1-x+ x'=0, deci ?+.C\]R., contradicfie.' TrA
Astfel: TrA = 0 > TrB - 0 

=> 
AB = TrA- A+TrB.B = 0.

R.A.9. Fie A,B,C e Mr(re). etunci, urmitoarele afirmafii sunt adevdrate:

1. Dacd A2 = Oz, atunci rr (,aCd) = O;

Z.Dacd, C3 = Oz, atunci C2 = Oz',

3. Dacd 42 = 82 = AB = O.., atuncr BA= Oz.

sorulie. 
sorin Rddurescu si petrus Arexandrescu

1. Avem rr (,lCd) = r, (^l' C) = 0.

2. Dacd 4,), sunt valorile proprii ale matricei C, din C3 =Oz rezultd
H.-Cayley

4=L=0 > C2=Oz.

3. Rafionament asemdndtor problemei R.A.5.

R.A.lO. Fie A,B e llr(A), cu proprietatea A2 + 82 = AB. SFL se arate cd:

(n-BA)2 =gr.
Marian lonescu

Solulie. Vom face demonstrafia pentru A,B e Mr(A)
Este clar cd det(A'z*Bt)=deI(AB). Acum, plecAnd de la relalia din enunt,

putem sute: Az + 82 = AB * A2 + Bz -(,An - BA)= BA)

> det(A'z + n'z -(,ta - BA)) = det(AB)>det(A'z * B') + det(AB - BA) -

-rr(,t' * B').rr(.nn - BA)+rrl(,n, + a,)(m - ne)f: det(lB) 
t(e'z+aTaet{m\
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= det(,tn-BA)-e deoarece Tr(AB-BA)=0, iar rrl(t +a,)(zn_at)f=
: T, (A' n - Az BA + B' AB - B' A) = r, (A' n - t t) + rr (n' I - B' l) = o.

Acum, din teorema Hamilton-Cayley, (lA - BA)' - fr (ln - n\(la _ Al) +
+ det(AB - BA). Iz =0= (u - BA)' = s,.
R.A.11. Fie A,BeMr(a) doud matrice, astfel inc6t AB+BA=oz gi

o, e{,1,n}. Ardrtaf cd rr(z)=Tr(B)=0 sau detA=detB = 0. GSsifi
exemple de astfel de matrice, pentru care una dintre conditii sd fie satisfrcutd, iar
cealaltd, sd nu fie adevdratd,.

sof ufie. cum AB + BA= or, ob[inem cd,: 
Florin stdnescu

(t + a)' = (A - a)' -laet(,a * B)f' =lart1,t - B)l' =
= (a"t.a + (rrt. TrB - rr (AB)) * det a)' :
:(a*t,t - (rr,t. TrB - rr (n))+ det B)' =>

> (rr.n. rrB - rr (da))(det A +detB) = e.

Analog, din AB + BA = Or. ) det(A+ iB)'z = det(A- tB)' =
= (a"t A - ilrrA. rrB - rr Qa)]- detB)' +

= (a"t,t + ilrrA. rrB -rr (AB)] - t"t a)' =
: 

lrr,t..TrB -rr(m)f1aet A-detB)= g.

Astfel, am obfinut c[:

Q:(rrt.rrB -rr(aa))(detA+ detB) = 0 $i

fi : (rr,t. rrB - rr (n))(aet A -det tr) = 0.

a. Dacd. fr(n):TrA.TrB, folosind AB+BA=Or,deci Tr(AB)=0, obfi-
nemcd TrA.TrB =0. Presupunem cd TrA=0. Oblinemcd:

A+02

Oz =TrB. A > TrB =0. Astfel, fr(d) =Tr(B) = 0.

b. Dacd detA+detB=0, din pputemaveacd, fr(fi)=TrA.TrB, ceeace
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r,l(t +n )(An-nt)]=
trr(n'l-a'l)=0.
rr(Aa-ad)(an-at)+

I tncAt AB + BA = Oz qi

detA= detB = 0. G[sifi
rndilii sd f,re satisfrcutd,iar

Florin Stdnescu

-rg)'=

)-- deci fr(,An)= 0, obfi-

inem ci:

t.
{ -{l} I : TrA'TrB, ceea ce

Cnprrolul A. Cnzunt eARTIcULARE 17

conduce b fr(A):fr(n)= 0, sau detA-detB =0, ceea ce duce 1a:

detA= det,B = 0.

pentnr TrA=TrB =0. ludm A =(t o 
) .u =(o 

l)= 
,eg' (0 -t)' [t 0)

(o -1\BA=l . l=AB+BA=4.S"observdcd detA+0 qi
[1 0)

pentnr detA=detB=0, lu6m r=[l l),r=[_l _l)
Se observd cd TrA + 0 qi TrB *0.
R.A.12. Fie A,B e Mr(A.) qi C = (n - BA)' . Ar6ta[i cd:

C=OzoTrC=Oz.
Dorel Mihe!

Solulie. u;" Dacd (n - BA)' = O,atunci fr(,aA - BA):g.

,,9" pis 4,4.C valorile proprii ale matricei AB-BA. Este limpede cd

4+1r=0. Cum rr(,aa-BA)2=g, atunci t+B=0, de unde oblinem

4 = 4 = 0, iar din relalia Hamilton- Cayley rezultd. ca (B - BA)' = g, .

R.A.13. Dacd. A,B. Mr (R) qi fr(AB) =TrA.TrB, atunci ardta[i cd:

ls I*, ( i ^. * t)= T o"t (,t + n)

Mihai Opincariu

sorutie. cum rr( ! o -J-u) =r,(!,q\.rr( | B). atunci:' \k n-k ) - \k ) \n-k-)"(r r \ r I
detl : A+ B l= j-derA+ ---: . B,(v)k=l,n-|, de unde rezultd cd\k n-k ) k' (r-t)

lsE'"[; A++u) = l*I[#," o. 
dEd.tBJ 

:
( n-l 't \rr(,qaFrrt.TrB -2: 

fdet A+det f gIIZJ = !!-det(t+a).

R.A.14. Aratali ca (B - BA)' .C = C .(la - BA)' ,(v) A,B,C e tvtr(C).

det B

( o 1\
= [-t o)'

+0.

= AB + BA: Oz.

rl
).i =



18 pnoaLrMe DE cALcuL MATRIcEAL

Solulie. Cum Tr(AB - BA)= 0, din teorema Hamilton-Cayley avem cd":

(tn - BA)2 = -det(AB - BA). I, deci

(n - a.\' . c = - det ( AB - BA). r r. C = c . [- det (tn - a$. t rf :
: (da - BA)'.c,(v) A,B,c e ur(a).
R.A.15. Dacd, A,B e Ur(C.), arunci:

rr ('ln)' = T, (A' B') e (,Aa - BA)2 : gr.

solulie. putem scrie: det( AB - BA) -lr'('qa - 
n'a)f' -r'('aa - n'a)' 

-
2

rr (da)' + rr (a,q)' - rr (.4a, d) - rr (a,( a)
= -rr (,la)' + r, (,a' a').

Cum (AA - BA\'= -det (lA - AA).t, acum este limpede cd:

rr(,nn)' =T,(A'B') e (,Aa - BA)' = gr.

R.A.16. Dac6, A,B,C e Mr(R) astfel inc6t det (O, * B, + C, ) 
- O, ardta\i cd,

are loc inegalitatea:

det(.1'z + 82 -C')*det(,t'z - 82 +C')*det(-A, + Bz +c,)ro.
Solulie. in relafia det(X +Y + Z)+detX+ dety +detZ =
: det (X + r) + det (I + z) + det (Z + r), (v) x, y, Z e u, (A.), inlocuind x cu

A2 + 82 -C2,Y cu A2 - B'+C2 qi Z cu -A2 + 82 + C2, oblinemcd:

det(A' + 82 - C')* det(,4'z - 82 + C')* det(-A, + Bz + Cr) =
: +ldet' A+ detz B + d.et2 c] - o.

R.A.17. Dacd, A,B e Mr(A.), atunci avem:

AB + BA = TrB. A+ TrA. B + (rr(la)_TrA.rrB). tr.

Demonstralie. Se t^ o =(7 t),t =(; f) r' .. erectueazd calcurele.

R.A.18. Dacd, A,B e Ur(A.), ardta[i cd,:



t)=

r]'
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ton-Cayley avem cd:

tB - BA). r,]=

:or.

-rr(Aa - BA)'

2

-rr(,na)' +rr(,4a').

mpede c6:

+ 82 + ct)ro, er:dt{i cd

-A? +nz +C')>0.

ftZ=

e Mr(A.), inlocuind X cu

Cr, oblinem c6:

r:+C2)=

-TrA.TrB).1,

lfectuerzE calculele.

CRprrolul A. Cazunr eARTIcULARE Ig

Ua - BA)z = o, € det(,e'z - B'): (det A+ detB)' -(rr(da)-TrA.TrB)' .

Florin Stdnescu
Solulie. Putem scrie:

(aet .t+ det B )'z - (rr (aa) - rrA .TrB)' =

= det2 A+2det(da)+det2 B-(oet (d+ a)-detA-detB)2 =

= 2 det(,a + r) (det A + det B) - det2 (,a + n) =

= 2 det (A * 4.la"t 
('q * n) ! a"t (t - a)] 

- uo' (,t + n) =

: det[(.a - B)(A* r)] .

Prin urmare:

(ta - ae)' = o, e det(A' - u')= aet[(l - B)(A*r)].
Cum det(A'z - B')= det[(,a - B)(A* a)] -det(Aa - BA), oblinem cd

(an - BA)' = o, € det(AB - BA)= 0, o echivalenfd adevdratl.

R.A.19. Dacd A,B.%(R) qi det(AB-BA)=0, atunci au loc urmdtoarele

inegalitdli:

a) det(A'z - B')< (aet A+detB)2 ;

Cezar Lupu

b) det(A' * B')> (Aet A-detB)'z .

Solu!ie. a) Din problema precedentS oblinem identitatea:

det(.,t' - u')= (det A + det B)2 - (r, (,qn) - TrA. TrB)'z - det(AB - BA),

ceea ce implicd faptul c6:

det(A' - u')= (det A+ det B)' - (rr (da) * TrA. rrB)' < (aet A + det B)2 .

b) in identitatea anterioar5, ?nlocuind pe B cu iB, oblinem c1:

det(A' * B')= (det A - det B)'z + (rr (n) - TrA. TrB)' + det(AB - BA),

de unde:

det(A' * B')= (det A-detB)z +(rr(dn)-TrA.TrB)'> (oet A-detB)'? .
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(oro\
R.A.2o. Se considerd matricea o =l o 0 t I Ei mutlimea

[' o oJ 
' .-i--..--.

c (A) = {x e u,(c.)ltx = xA\ .

a) Sd se arate cd, dacd Xeur(a.), atunci existd a,b,ceR astfel inc6t

X = alt+bA+cAz .

b) Sd se arate cd, dacd, X eC(,A) qi X'o'o = Oz, attrnci X =Os.
(a b c\

Solufie. a)Dacd 
"=lO 

, f l.atunci din AX=XA obtinemcd d:h:c,
[" h i)

(a b c)
e : i : a;i.f: I : adeundeoblinem ca X =lc a Ul=*r+bA+cAz .

[b c a)

b) Dac[ X eC(A) gi X2 =Ot, atunci a2 +2bc=b2 +2ac=c2 +2ab:0,
deci a3 =b3 = c3 =-2abc,deunde Vl=lhl:lcl ;i l"l'=zl"l'=a-b=c=0.
Astfel, amardtat cd, dacd X eC(,1) qi X' = O,afrinci X :Q . Este usor de

ardtat c6., dacd" X eC(,A), atunci Xk eC(A),(V)f eN*. in final, cum

x2004 -o.)(xto")' =or> x1002 =os) xsol -or= x502 =or2

= (r"t)' :ozlx2s1 -or)....>xz =or=x =ot.
R.A.21. Fie A.Mr(R) cu detA=l . Ardtati cd urm[toarele afirma]ii sunt

echivalente:

a) det(.1'? - A+ Ir)= o t

b) det(A+I,)=6 qi det(,4-1,)=0.
Solulie.

,,e" Fie f (*)=de,t(xlr-A):xt +ax'+bx-1. Cum d,et(,1'?-A+Ir)=0,

atunci det(A-slr) O.t(,4 -Ztr)=0, unde e este rdddcina de ordin trei a

unit6{ii. Prinurmar", f (u)= f (;)= 0, ceea ce implicd a = -2 qi b = 2 .


