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Capitolul |
ECUATII DE GRADUL AL DOILEA

Probleme rezolvate

1. Se consideri ecuatia:
2x2—2mx+m2—4m+6=0,

2-3<M <4 3.
X.

2
C. IoNEscu-TIu

SOLUTIE. Notam ﬁ=t;a‘cunci 2-B<t<2+3 e -BB<t-25B3 &
X,

2
o lt-2<B o (-2 <3 -4 +1<0; z2—4z+1=(ﬁj —4. 0 41=
X, X5

_ (m* —3m’ +12m—18)=—%(m2 —6m+9)=—%(m—3)2 <0 .

2

% X X

2. Fie ecuatia:

xz—(a+b)x+a2+b2:%,undea,beR.

G gl ; . e e e . . . . 1
Aratati ca ecuatia are cel putin o ridicina intreagi dacd si numai dac a’ +b° = re
LAURENTIU PANAITOPOL

SOLUTIE. Sa presupunem ca ecuatia admite o radacind x, € Z. Din ecuatia dati se

. 1 ] ’
obtine x; —(a+b)x, +a’ +b’* =—<:>(a—lx0) +(b—lx0j +lx§ :l, de unde
2 2 2 2 2

deducemci x, <1< x, € {~1,0,1}.
Lx=0=> a2+b2=%;

2 2
j +(b+—l—j :0:>a=—l, bz—l:>a2+b2=l;
2 2 2 2

Ix=-1= (a+l
2
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1Y’ 1Y’ T . 4.5 1
Mxy=1=>|a-—=| +|b—-——=| =02a=—,b=—=a" +b"=—.
2 2 2 2 2

. - 1 o :
Prin urmare, conditia a’ + b’ = este necesard ca ecuatia din enunt si aiba cel

. e e n 5 .. . . . 1
putin o radicina intreagd. Conditia este si suficientd, deoarece, dacid a” + b’ =5 ,
ecuatia admite ridacinax, =0 € Z.

3. Fie a, b € Z. Rezolvati ecuatia:
(ax — by’ + (bx —a)’ =x,

stiind ca admite o radacina intreaga.

MIRCEA BECHEANU
SOLUTIE. Ecuatia este echivalenti cu (a* + b*)x* — (4ab + Dx + a* + b* =0 (1).
Dacd a = b =0, ecuatia (1) este de gradul intai si are unica solutie x; = 0.
Sa presupunem cd a # 0 sau b # 0; 1n acest caz, ecuatia (1) este de gradul al doilea,
cu radacinile x;, x,, unde x; € Z. Deoarece x; = (ax; — b)* + (bx, — a)’, deducem ca

x; € N. Fiindca radacinile sunt reale, rezultd ci (4ab + 1)* — 4(a° + b*)’* > 0 <
& (1=2(a-b")(1+2a@+b)*)20< 1-2(a-b)*>0si, deoarece (a — b)* € N,

rezultd in mod necesar (a — b)* = 0 <> a = b. Ecuatia (1) devine 2a** — (4a* + 1)x +

; . A 1
+2a* = 0 (2) si, conform relatiilor lui Viéte, deducem X +x,=2+ a7 xix; = 1.
a

. ) 1 1
Prin urmare, x; = 2 §i x; = 5 Rezulta 2+—=2+—2-l7:>a2:1:>a e {-1, 1}.
a

. . . 1
Deci,a=b==%1six;=2s8ix,= e

4. Determinati numerele naturale a, b, ¢ astfel incat ecuatiile:
X’ —ax +b:O,xz—bx+c=0,x2—cx+a=0
sd aiba simultan radacinile intregi.
I. CUCUREZEANU

SOLUTIE. Fie x1, x2; X3, X4; Xs, X rAdacinile celor trei ecuatii. Avem:
{xl +x,=a {x3 +x,=b {xs +x,=c
-

. Rezultd x1x; + x3x4 + Xsx6 = x; + x5 + x3 +

xx,=b  |xx,=c XX, =4
txa + x5+ x6 <= (01— Dz — 1) + (3 = Dxg — 1) + (x5 — D(xs — 1) =3 (1).
Deoarece xi, x2, X3, X4, X5, X¢ sunt intregi, iar a, b, ¢ sunt numere naturale, rezultd ca
radacinile sunt naturale. Excluzind cazul banal cind o riddicina este 0, rezultind

toate 0, egalitatea (1) este in numere naturale si este satisfacutd pentru 1 + 1+ 1 =3,
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34+0+0=3,0+3+0=3510+0+3=3.Rezulticid(a,b,c) € {(4,4,4),(6,8,7),
(8,7,6),(7,6,8)}.
5. Aritati cd dacd x; si x, sunt ridacini reale ale ecuatiei:
(m*+ x> —2m+1)x+1=0,
atunci |x;| < 1 daca si numai daca |x,| < 1.

SOLUTIE. Ecuatia are radicini reale pentru A = (2m + 1)* —4(m* + 1) = 4m — 3 > 0.

4
1) m:%:}xl :xzzg 3|XI|£ 1,|x2|£ 1,

3 .. - : 1 <
2) m> Z; radacinile sunt distincte si, deoarece x,x, =———>0, rezultd ci ele au
m-+

acelasi semn.

Fie functia /: R —» R, f(x) = (m* + x> = 2m + Dx + 1.

S& presupunem cd —1 < x; < 1 §i sd ardtdm ca —1 < x, < 1. Presupunem, prin ab-
surd, cdx, < —1. Atunci (m* + 1) - f(=1) <0 & f(~1) = m* + 2m + 3 <0, fals.

Sa presupunem, prin absurd, c¢i x, > 1. Rezulta f(1) <0 < f(1) =m* - 2m + 1 > 0,
fals.

In concluzie, |x;| < 1= x| < 1.

Probleme propuse

1. Rezolvati ecuatia:
1 1 1 3
+ + ==.
x+1 x+2 x+3 x

2. Aritati cd, pentru orice valori ale parametrilor reali a, b, c, ecuatia:
(a-by*+2(b-c)x+c—a=0
are solutii reale.

3. Daci a < b < ¢ < d, atunci ecuatia:
x—a)x—c)+2(x-b)(x—d)=0
are radicini reale distincte.

. . ; ; G S < 1 .
4. Formati ecuatia de gradul al doilea care admite ca radicini pe y, =x, +— si
X2
; 1 . e L9
v, =X, +—, unde x; §i x, sunt radicinile ecuatiei x” + px + g = 0.
X



10 ECUATI

5. Se consideri ecuatia:
2(m+ 2% —2(m + 1)(m + 2)x —m = 0.
Aratati ca, oricare ar fim € R, m > 0, ecuatia admite o radacini pozitiva subunitara.
L1viu PARSAN

6. Determinati numerele reale X, y, z care verifica ecuatia:
2 + 37+ 22— 8x + 2y — 2y + 2xz— 162435 =0,

7. Determinati ecuatiile cu coeficienti intregi x*> + ax + b = 0 $i cu radacini intregi,
stiind cd a + b =2016.

8. Daci a, b, ¢ € 27 + 1, atunci ecuatia:

a+bx +c=0
nu are raddcini rationale.

9.Fiea,b,ce Z,a+0,c#0. Ardtati ca, daci ecuatia:

ax’*+bx+c=0
are radacini reale si distincte x;, X, atunci ecuatia:
cy2+(b—2c)y+a~b +c=0
are radacinile reale si distincte y,, y,. Calculati y,, y, in functie de x; si x,.

10. Ecuatia:

ax’+bx+c=0
nu are radécini reale. Stiind cia + b + ¢ <0, determinati semnul lui c.

11. Determinati valorile parametrului real m, astfel incat ecuatia:
Xx-Dx-2)x-3)=m
sd aiba toate radicinile reale.

12.Dacia,b,c,de Rsia<b<c< d, atunci ecuatia:

X —(a+b+c+dx+2ac+bd)=0
are radacini reale.
MARCEL CHIRITA

13. Dacd m, n € N" si ecuatia:
x2~m(n+ IDx+m+n+1=0

are rddacinile numere naturale, atunci m - 1 < 4.

14. Determinati valorile intregi ale parametrului a, astfel incat ecuatia:
(ax—2)" + (2x—a)* = 2x
sa aibd o radacina intreaga. Rezolvati ecuatia in acest caz.
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15. Determinati p € Z astfel incét ecuatia:
X+px+3p=0
sd admita radacini intregi.
16. Determinati a, b € Z*, astfel incat ecuatia:
X —(@+b)x+ab=0
sa aiba radacini intregi.
LAURENTIU PANAITOPOL
17. Fie x,, x, radicinile ecuatiei:
x*—(a+dx+ad—bc=0.
Aritati cd x;, x; sunt raddcinile ecuatiei:
x*—(a@ +d*+ 3abc + 3bcd)x + (ad — be)’ = 0.

18. Fie functia /: R —» R, f(x) = ax’ + bx + ¢, a, b, ¢ € Z. Aritati ca, daca f(0) si

£ (1) sunt impare, atunci ecuatia f (x) = 0 nu are radacini intregi.

19. Fie ecuatia:
X*—(m-3)x+m—m+1=0.
a) Determinati valorile reale ale parametrului m, astfel incat ecuatia sa aiba cel
putin o radacina intreaga.
b) Exista valori reale ale lui m, astfel incat ambele radacini sa fie intregi?

20. Daci m € R’, atunci ecuatia:
(mx—-1Y2=2-x
are radicini reale. Notind x|, x,, cu x; < x,, radacinile acestei ecuatii, aratati ca:
x < 0< X2 <2.
21. Fie ecuatia:
2 +2m+2x+m* +4m+3=0,m e R.

In ce intervale se gisesc radacinile reale ale ecuatiei?

22. Fie ecuatia:
a* +(2a’ —4a* — )x—2a(a—2)=0,a € R".
Determinati parametrul a, astfel incat radacinile ecuatiei sa fie in afara intervalului
-1 D).
23. Determinati m € R pentru care radicinile ecuatiei:
mx*+Q2m—1x+1=0
sunt reale distincte si x;, x, € (-1, 1).
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24. Fie ecuatia:

4mx® + 4(1 = 2m)x + 3(m — 1) = 0.
Determinati parametrul real m, astfel inct o ridicind a ecuatiei si fie strict mai
micd decat 1 i alta sa fie mai mare decat 1.

25. Determinati valorile parametrului real m, astfel incat radscinile X1, X, ale ecuatiei:
4x* — (3m + IDx+m-2=0
sd fie in intervalul (0, 2).

26. Dacia,b,c e R,a#0, b <a + c, astfel incat ecuatia ax* + bx + ¢ = 0 nu ad-
mite radacini reale, atunci 5a + 2¢ > 3b.
D.M. BATINETU-GIURGIU
27. Fie a, b, ¢ numere reale, distincte dou cate doud si d € R. Aritati ci ecuatiile:
ax2+(b+d)x+c=0,bx2+(c+d)x+a:0,cx2+(a+d)x+b=0
au solutie comuna daci si numai dacia + b + ¢ + d=0.

28. Se considera patru ecuatii de gradul al doilea astfel incat oricare trei sa aibi o

radédcina reald comuna. Aratati ca cele patru ecuatii au o radicind comund.
DOREL MIHET

29. Daca intr-un triunghi lungimile laturilor a, b, ¢ satisfac relatiile a > b > «,
atunci ecuatia:

xz—(a+b+c)x+b2+02=0
are radacinile reale si distincte.

30. Fie x,, x, radacinile ecuatiei x> + ax + 1 =0 s1 x3, x4 radacinile ecuatiei
X +bx+1=0. Ardtati ca:
2 2
(1 = x3)(02 — x3)(X1 + x4)(x2 + x4) = b* — a”.
. - oo . * .
31. Se considera ecuatiile x* + ax + b=0si x>+ cx + d=0, unde a, b, ¢, d € R , s
se noteaza cu x, xp, respectiv x3, x4 radacinile acestor ecuatii. Aratati ca, daca

2
.(a b
X1X4 =Xox3, atunct | — | =—.
c

32. Rezolvati ecuatia:
x>+ 2xsinxy+ 1 =0.
33. Fie ecuatia:
ax* +bx +c= 0,
a, b, ceR, distincte, cu radacinile x; si x,. Ardtati ca ax; + bx, + ¢ = 0 daci si

. « 3 3
numai daci ¥a’c +3ac’* +b=0.

ADRIAN ATANASESCU
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34. Se considera ecuatia:

2x* = 2mx + m* — 10m + 45 = 0.
Aflati multimea valorilor pe care le pot lua radicinile reale x, si x, cand m variaza.
C. IoNESscu-Tiu

35. Determinati natura si semnul ridacinilor ecuatiei:
(m* —4m + 3> — (m* = 3m+2)x — (m* — 6m +8) =0, m € R.



