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ALGEBRA

Capitolul I. Multimi de numere

1. Numere reale: proprietati ale puterilor cu exponent rational, irational si real
ale unui numaér pozitiv. Aproximari rationale pentru numere irationale sau reale.
Avem a"=a-a-...-a, Vae R, neN¥
den oria

a‘”=—1n—, VaecR* neR* a°=1, VaecR*
a

Definitie. Fie a > 0, n € N, n > 2. Numarul real pozitiv x, cu proprietatea x" =a

se numeste puterea cu exponent rational — a numadrului pozitiv si se noteazd

n
,‘CZ(J;.
1
Exemplu: 3’ =27 = 3=273.
Din definitie deducem:
1 ( 1)” 1
1) x=a", a20& a=x", x2>0. 2) \a" =a=(a")".
1o 1 o (g ( 1)57 i
Proprietiti: 1) a” -b" =(ab)"; 2) _IZ(ZJ i 3) \ar) =am;
br

1oom 11
4)(am)":a"; S)a<b< an<b".
Definitie. Fiea>0,me Z*, n e N,n> 2.

m m 1 i\
Numarul a” , definit prin a” =(q")n =(a") , Se numeste puterea cu

. m . .
exponent rafional — a numdrului pozitiv a.
n

3 y?
Exemplu: 814 =(814) =3 =27.

Proprietiti: Fier,s € Q, a, b € (0, ®). Atunci: 1) a"-a* =a""; 2) a_S: a’;
a

r

a

a) =a"; 4)(a-b) =d-b; 5 ﬂj _a
a ) (a-b) =a )(b 7

Dacda>l,atuncir<s < a' <a’; 8)DacilO<a<l,atuncir<s< a >a’.

; Or=s<a =ad’, azl;

15



m 1 ™
;9 Y . = R 1 \n
Din definitie deducem cd a » = (¢™)~ :( =
a

Exercitii rezolvate

1. Fie a si b, numere reale pozitive. Si se efectueze:

1

Q

n

a) (a% —b%)(a%+bé); b) (aé—bé)(aé +bé); C) (a%—b
1 1

W | —

I

2 11 2
a’ +a’b? +b3

Solufie. a) Notam a? = x, b2 =ysavem (x-y)(x+y)=x"—y*=ag-b;

1 1

2 2

b) Notdim a’ = x, 5% =y;avem (x=y)x+y)=x"-y*=a3 - b3;

1

)

1
¢) Notim a* =x, b3 =y;avem (=P +xy+y)=x*-) =a-b.

1

1
2. Sa se scrie in ordine crescitoare numerele: g = 23 ; b=3%;
Solutie. Avem a'” =16; b'> =729 ; ¢*=64.Deducem a < ¢ < b.

3. Sa se determine numerele naturale n, astfel incat:

9n-5

9n-5 — n+2
a)3 ¢ :w“;m(¥)4z(g .
3 9

9n-5

&mmaa)Dm3ir:3””ommmng%f§=2n+4c>%r6:8n+wcbn

9n-5

3
Rezultin € {0, 1,2, ..., 21}.

(1Y (Y™ 9ps
b) Din 3 2| = obtinem 7 <2n+4 © In-5<8n+16 & n <

Exercitii propuse

1 1 1

1. Sise calculeze: a) 32-3%.36; b) o) 315.93.9
311 Ts
5. 3.03 .315 1 = ] ] —
d)%; e) (0,0l‘_\ﬂ . )| =18

814.33.275 o

2. Aduceti la o forma mai simpla expresiile
1 1

_a+2a*-b*+b
- 1 1
a’?+b?

,unae a> 40, 5

a) E

16

c

1

=44



1 1
a-2a?-b*+b

b) E = — ,unde a> 5> 0;
az—b?
L 1
=2 «h2
c)Eza 2:a bb +b,unde a>b>0;
a—

1 1
—a3b3+b3),unde a>0, b>0;

W

1 1
d) E=(a§+b§)(a
1 2 1 ) 2
e) E:(ai—bi)(cﬁ +a’h’ +b3),unde a>0, b>0.
3. Calculati:

2) E:(ﬁﬂﬁ): ab’ “%

,unde a>0, b>0;
ba? ab*

[a§ (@) bﬂ (ab)

1

N | —

b) E =

,unde a>0, b>0;

3 L34
[az(ab) zbz}
1 1\~

(o) )

c) E=\a?+b? (a™ +b'1)+——1———1—7- a?+b?),unde a>0, b>0.
a? +b?

4. Ordonati crescator numerele:

2 2 -1
vas(3) oo (3) (3]
5 9 23
1
+0,1 -0,2 =
ma=(22] " =(Z] L =[]
9 16 3

S3 se scrie in ordine cresciatoare numerele:
1 1

1
a) a=2%2, b=3%, c=44;

1 1
, b=6%, ¢=30%;
1

b=

h

19 | —

b) a=3

1

124, ¢=728.

I
N

C)a

L
2. Aproximairi rationale pentru numere irationale sau reale

Definitie. Fie x € R fixat si € > 0. Se numeste aproximare rationald de ordin cel
mult & (sau g-aproximare) a numarului real x orice numar rational a cu
croprietateacd |x —al|<Le.

17



Se scrie: .x ~ a” si se citeste ,x este aproximativ egal cu @”. Numirul x
este aproximat de a cu eroarea absoluta |x — al.
Exemplu: Pentrux = 7, avem x ~ g = 3,14, cu eroarea absoluti de cel mult 0,01,
deoarece |x —a|=|n—3,14|<0,01.

3. Puteri cu exponent irational si real ale unui numir pozitiv.
Proprietiti

Definifie. Fiea ¢ R, a>0,a# 1 six e R, x irational. Numdrul unic, notat a*,
care verificd respectiv conditiile:
a" <a <a’,daci a>1;
a >a >ag’,daci O<a<l,
oricare ar fir, s € Q, cu r < x < s, se numeste puterea cu exponent x a
numadrului real a.
Numérul x se numeste exponentul puterii a*, iar numarul @ se numeste
baza puterii a* .
Avem I"=1,Vx e Rsi 0°=0, Vx> 0.

Proprietati ale puterilor cu exponent real

Fie a>0, b>0 si x,y € R. Atunci:

X

1) a*-a* =a*"; 2) L =a7; 3) (a7) = a?;
a}
X XX a ; ax X v
4) (ab)" =a*b"; 5) (;J =—])T; 6)a =a’ ©x=y, a#l;

7) Daca a>1,atunci a* < a’ < x <y;
8) Daca a<1,atunci a* < g’ < x >y

Exercitii rezolvate

1. Sa se determine aproximarea rationald cu doui zecimale exacte a numarului /2 .
Solutie. Folosind algoritmul de extragere a radicalului, obtinem 2 ~ 1,41.

2. Sa se compare numerele reale 27 si 2V’

Solufie. Cum 7 < 3,15 < /10 . deducem ca 2* < 2

3. Sa se determine valorile reale ale lui x pentru care (v3-2) - > (\/3 +\/§)3H.

18



Solutie. 'Deoarece (\/g—\/i)(\/g +2)=1, iar inecuatia este echivalentd cu
(B+v2) " 2(B42) o2x+323x-25x<5 o<l xe(—m, 1]
Exercitii propuse

1. Sa se aduci la forma cea mai simpla expresiile:

& i
e i .
2 (27)";  b)3 125.@) L 38 (s8)" L (125) |

355 3
. 2% L2 33x __3):+1 2
2. Sa se simplifice expresiile: E, = M; E,= —2—+_
3*-4-3"4+3 3* -1
P V3 3 -2 1 V3
3. Comparati numerele: a) a = [5) si b= (5) ;0 b)a= [Ej si b=1;

9a=(3-v2)" sib=1; da=(2-8)7 sib=1.

4. Sia se aduci la forma cea mai simpla expresiile:

V2T o33 B33 27
139 (1 =1 1 3
a) El_727*ﬁ§-15ﬁ’ b) EZ_(E) -9 (2—7j -81°.

Sé se compare numerele reale x si y, stiind ca:

2 (5)=(5): w3 <)
0 (-v2) 2(F-2): o (+24a) (ﬁj

6. Determinati pentru ce valori reale ale lui x avem:

h

a) 3*<27; b) (lj 2—1—; 9) (lj S—l—; d) 27 21024.
4 256 5 125

NG
Sa se aproximeze numarul [Ej cu doud zecimale exacte.

8. Sa se determine aproximarea rationald cu doua zecimale exacte a numarului 2%
9. a) Determinati x,y € (—1, ), stiind ca:
a*+a’=2 si (I1+x)1+y)=1,unde a>1, a este fixat.
b) Determinati x,y,z € (—1, «), stiind ca:
a'+a’+a°=3 si (I1+x)(1+y)1+z)=1,unde a>1, a este fixat.
¢) Determinati x,,x,,...,x, € (=1, ), stiind ca:
2+..+a"=nsi (1+x)1+x,)..(1+x,)=1,unde a>1, adat.
(G.M. 9/2006, Traian Tamaian, Carei, Satu Mare)

19
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4. Radicalul de ordinul 2 si radicalul de ordinul 3.
Proprietati

Radicalul de ordinul 2
Definitie. Fie a > 0. Numirul pozitiv x, cu proprietatea x*=a, se numeste

radicalul de ordinul 2 al lui a si se noteazi Ja (radacina patratd a lui a).

Avem: (\/5)2 =a, a>0.

Proprietatile radicalilor de ordinul 2

1) Va* =|a|, VaeR; 2) Vab =Ja b, a>0, b>0;

3)\/§:£,a20,b>0; HNa"=(Va)', a0, n e N*,
b b

>)Dacaa>0sib20,atuncia <b <> va<b sia=be Ja=vb.

Radicalul de ordinul 3
Definitie. Fie a € R, a fixat. Numarul real X, cu proprietatea x’ =a, se numeste

radicalul de ordinul 3 al lui q si se noteaza a (rddécina cubici a lui a).

Avem: (%/;)3 =a, aeR.

Proprietiti ale radicalilor de ordinul 3

I)Qf:a,aeR; 2)%2%-%,GER,bGR;
3 n
3)3§=%,GER,56R*; 4){‘/(17:(%),aeR,neN*;

5)Dacaa,b € R, atuncia <b = \3/;<\3/Z$ia:b<:> Ja=3p.

Exercitii rezolvate

. a+b 2
1. Demonstrati ca 2+ab > T VabeR, a>0, b>0
a b
(--inegalitatea mediilor” — media aritmetica > media geometrici > media armonica).

, a+b _ — — Y : .
Solutie. Avem . >+ab < (Va-vVb) 0. e ident, cu egalitate pentru g = b.

20



W 2222 o Jab(a+b)22ab < (Va-B) 20

a+b

Avem \/E > 1

a b
evident, cu egalitate pentru a = b.

2. Scoateti factorii de sub radical:

a) ¥200;  b) 47005 ¢) V2375
Solutie. Avem: a) ~/200 = \/ﬂo_—loﬁ, b) /700 =~/7-100 =107 ;
¢) V2-3%.3.5*.5=3-52.4/2.3.5 =75/30. .

3. Introduceti factorii sub radical:

a) 243; b)) 3W2; o) 56.
Solutie. Avem: a) 2\/§=\/?§=\/E; b) 3@:@:\/@; ) 5/6 =5 -6=+/150.

4. Rationalizati numitorii fractiilor:
IR S
V2-1 NEES NG
5 B,y BB, .
2-3 21 2-1
1 1 _f V3 _22-3
3202 BB 8-3 5
1

3. Sa se rationalizeze numitorul fractiei , unde a si b sunt
Ja+b+Ja+b

3 .
a) ﬁ’ b)

Solutie. Avem: a)

numere reale strict pozitive.

Solutie. In prima etapa amplificam cu Ja +b=Ja+b si obtinem:

Va+vb-Natb _ Natvb-atb _Nat\b-a+b
aiJo) —(Jazs) a+b+2ab-a-b  24ab

b+ b—ah)

In etapa a doua amplificim fractia obtinuta cu +/ab ; rezulta: 3

6. Demonstrati ca: %MZ Jabe >———, unde a, b, ce(0, x); (M, >M, 2 M,).

Solupie. In identitatea algebricd x’+)’ +2° =39z =(x+y+2)(xX* +)} +2 —xy—)z— =),

adevaratd pentru x, y, z € R, punem .\‘:\3/;, yzi/g , z=3c si obtinem

21



w4 . .
g >¥abe . Din M, =M, pentru numerele l, l, 1 obtinem: l+l+12
3 ) a b ¢ a b ¢
111 — 3 .
233 ——— < Jabc >—2 Egalitatea are loc pentrua = b = .
ab c 1 1 1
a b c

Exercitii propuse
2
1. Sa se calculeze: a) /4-81 ; b) v25-49; ¢) ‘lz—i; d) (\/5) .
2. Sd se calculeze: a) 3/-27-8 ; b) I/8-27-125; ¢ ;—5 ;0 d) 3 % .
3. Determinati valorile lui ¢ € R pentru care sunt definite expresiile:
a) V3a+2; b)Va'-4a+3; ) Va+2+~2-a; d)Vi4+d +la|-2.
4. Determinati valorile lui @ € R pentru care au sens expresiile:

a)J1+a’;  b)8-a’; ¢) A3+a+33-a; d) 3(a-2)(3-a).

5. Determinati valorile lui g € R pentru care au loc egalitatile:

a) Ja(a+1) =a -Ja+1: b) /;’j :%Zj;
) Vi+a’ =l+a 1-a+a* d) \/(a-1) :(x/a—l)z.

6. Sa se calculeze:
Vo 1

2) VI8 —+2 +v8 4530 ; b)&+ St

¢) Va*b =\b +\b* ~\Jla+1)% , unde a>0, b > 0;
a +\/E

1
d) - ,unde a,b € (0, ).
Vab b Jab :
7. Aduceti la forma cea mai simpla expresiile:
1 1 -
a) —+3\/§; b) —=+a+/a , unde a > 0;
V3 Ja
3 3 2
S (I d) 22 N 1 de ap>o.

273
8. Determinati x € Q, daci:

a) 2\/§ = \/;; b) a\/z = \/? unde a.b > 0, a si b date;

i/; b \ a”

22



10.

11.

18.

19. Rationalizati numitorii fractiilor: a)

c) V208 = x\/1_3; d) Va’h = x+/b , unde a,b € Q, asi b date.

Determinati x € QQ, daca:

a) 33x =354 ; b) aix =va’h ,unde a,b € Q*, a si b date;
) 2 -3x =4; d) Va-Ix =5, unde a,b € Q*, asi b date.
Dati exemple de numere naturale, astfel incat:

a) Jn este rational; b) Jn este irational;

c) n este rational, d) n este irational.

Sa se arate ca numerele de mai jos nu sunt rationale:

a)V3; b5 o35 d)BH45.

. Determinati valorile lui a pentru care au loc egalitatile:

a) \J(a-17 =1-a; b) J2-a) =a-2;
¢) V(Ba-2)! =(2-3a)*; d) J(a+1)’ =a+1.

. Sa se arate ca: a) 1,41<\/§<1,42; b) 1,42<i/§<1,51.
. Sd se scoatd factorii de sub radicali:

) V8; by V2, o VI8, d)512; e V2ai; D) V1284 .

. Sa se scoati factorii de sub radicali:

a) ¥32; b)108; ) 500; d)3a; e Y64dat.

. Sa se introduca factorii sub radicali:

a) 3W2; b)-243; o a\/E; d) ab\/g; e) 3xy\/5—y-
a b 3x

. Sa se introduca factorii sub radicali:

2) 233, b)34; o aib; d) 2345

SZ se aduci la forma cea mai simpla expresiile:
w9 9 WEra)a-s):
V5443 543 f)\/g+«/3+x/5—\/5
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