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ALGEBRA

Capitolul I. Grupuri

1. Lege de compozitie interna (operatie algebrici), parte
stabila, tabla operatiei

Lege de compozitie interni (operatie algebrici)

Definitie. Spunem ca pe mulfimea M este definitd o lege de compozitie internd
dacd oricarei perechi ordonate de elemente din M i se asociaza un element bine
determinat, apartinand aceleiasi multimi M.

In limbaj formal, avem definitia echivalenta:

Fie M, o mulfime nevida. O aplicatie ¢ : M x M —> M, (x, y) — ¢(x, y) se
numeste lege de compozitie (operatie algebricd) pe multimea M.

Elementul unic determinat @(x, y) din M se numeste compusul lui x cu y.

Observatie. Pentru compusul @(x, y) utilizam si alte simboluri, cum ar fi: x * y;
xoy; x Ly, x Ty etc.

Diagrama legii de compozitie interna

Vxye M= okx,y)eM

M

Exercitiu rezolvat

Fie M= [-1, ) si legea de compozitie x * y=x + y + xy, V x, ye[-1, ).
Demonstrati ca ,,*” este lege de compozitie internd pe M.

Solutie. Vom demonstra ca, pentru orice x, y € M, avem x * y € M. Intr-adevar:
Vx,ye[-1,o),avemx *ye[-l,0) S x+ty+xy2-1lox+y+xy+120&
< (x+ 1)(y+1)>0, evident, deoarece x + 1 >0siy+1>0, pentrux > -1 siy>—-1.
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Exercitiu propus
Fie M:li—é,oo] si legea de compozitfie x * y =x + y + 2xy, V x, y €

€ |:—-;—,oo). Demonstrati ca ,,*” este lege de compozitie interna pe M.

Parte stabila. Lege de compozitie indusa

Definitie. Fie M, o multime nevidd pe care s-a definit o lege de compozitie
internd ¢@. O submultime nevidd H a lui M se numeste parte stabild@ a lui M in
raport cu legea de compozitie ¢ daca Vx,y € H = o(x, y) € H.

Daca H este o parte stabild a lui M in raport cu legea de compozitie ¢

internd pe M, atunci pe H putem defini legea de compozitie:

def
0 :HxH—->H o¢o(x,y) = ox,y) e H,Vx,y € H.

Spunem ca o' este lege de compozitie indusd pe H de cétre legea de
compozitie ¢ de pe M.

Exercitiu rezolvat

1.
Fie M={d(x)=| “®* 7% xeR! c 4(R).
-2sinx  cosx

Demonstrati cd M este parte stabilda a mulfimii .7(R) in raport cu

inmultirea matricelor.

Solutie. Vom demonstra cd, pentru orice A(x), A(y) € M, avem A(x) - A(y) € M.

1. 1.
Avem A(x)- A(y)= cosx Esmx | cosy Esmy _
—2sinx  cosx -2siny cosy
. . 1. 1 .
_ cosxcos y —sinxsin y Esmxcosy+;cosxsmy

—2sinxcosy—2cosxsiny  COSXCOSy—sinxsiny

1 .
_| cos(x+y) —z—sm(x-i—y) =A(x+y)e M.

-2sin(x+y) cos(x+ )

17



Exercitiu propus

]

1 .
Fie M ={ 4(x) = cosx gsmx reR b C R)
—3sinx cosx

Demonstrati ca M este parte stabild a multimii . /5(IR) in raport cu inmultirea

matricelor.
Tabla operatiei (legii de compozitie)
Definitie. Fie M, o multime finita, M = {x;, x5, ..., x,}, si @, 0 lege de compozitie

interna pe M.
Q:MxM—>M, (x,y) > ox, ).

In acest caz, legea de compozitie ¢ poate fi data tabelar prin:

0] X1 X2 $8 3 .Xj se s Xn
X1 7
X2
D o(x;, X))
xl’l
Figura 2

Tabla operafiei asociatd legii de compozitie ¢ pe mulfimea finita
M = {x1, x5, ..., x,} este un tabel cu » linii si n coloane corespunzitoare
elementelor mulfimii A, astfel incat la intersectia liniei i cu coloana ;j se afla
compusul @(x; x;) al elementului x; cu elementul x; prin operatia ¢, dupa modelul
din figura 2.

Aceastd organizare tabelard se mai numeste tabla lui Cayley asociatd legii

de compozitie ¢ pe multimea finitd M.
Exercitiu rezolvat

Fie .#,(7Z), mulfimea matricelor patratice de ordin doi, cu coeficienti in Z,

si H, o submultime a sa, H = {E, 4, B, C}. unde E= é (l)j’ A:((l) Blj,

18



0 -1 -1 0

aratati ca H este o parte stabild a lui . /5(7Z) in raport cu aceastd operatie.

B:(—l 0 )’ C:( 0 1). intocmigi tabla operatiei de inmultire pe multimea H si

Solutie. Tabla operatiei induse pe H = {E, 4, B, C} de inmultirea matricelor din
A(Z) este:

A %X by

O W |ty
SESECENES
oty ) W
W Ao

Deducem caV X, Y € H = X - Y € H, deci H este o parte stabila a lui
A(7) in raport cu iInmultirea matricelor.

Exercitiu propus

Fie matricea 4 =

S = O
— O O

1
0 | si mulfimea de matrice
0

H={4"|neN*} c.mN).
Aratati ca H:{A, A2,13} si alcatuiti tabla operatiei induse pe H de

inmultirea matricelor din . Z;(N).

1.1. Proprietiati ale legilor de compozitie interna
Asociativitatea

Fie M, o multime nevida pe care s-a definit legea de compozitie interna ,,*”,
*: MxM—> M, (x,y) x *y.

Ne propunem sd verificdim daca rezultatul calculului (x * y) * z (adica
rezultatul dintre compusul lui x * y si z) coincide cu rezultatul x * (y * z) (adica

rezultatul dintre x §i y * z).
In acest sens, avem urmatoarea definitie.

Definitie. O lege de compozitie * : M x M — M, (x, y) — x * y, se numeste

asociativd daca:

19



(x*y)*z=x*x(y=*z), Vx,y,ze M.

Exercitiu rezolvat

Pe Z se defineste legea de compozitie ,,*” prin
x*y=x+y+1, Vx,yeZ.
Aratati cd legea ,,*” este asociativa.
Solutie. Avem:
*y)*rz=x+ty+D*z=(x+y+D)+z+l=x+y+z+2 (1),
jarx*(y*xz)=x*(y+z+1)=x+@+tz+t)+1=x+y+z+2 (2).
Din (1) si (2) deducem ca (x * y) * z=x * (y * 2), V x, y, z € Z, deci legea

de compozitie ,,*” este asociativa.

Exercitiu propus

Pe multimea Z a numerelor intregi definim legea de compozitie interna ,,*” prin:
x*y=x+y+k Vx,yelZ,
unde £ € Z este un numar intreg dat.

Sa se arate cd legea de compozitie ,,*” este asociativa.
Comutativitatea

Definitie. Fie M, o mul{ime nevida pe care s-a definit o lege de compozitie interna
*7’

L3 >

¥ MxM—>M, (x,y) > x *y.

Legea de compozitie ,,*” este comutativa daca:
x*y=y*x, Vx,y e M.

Exercitiu rezolvat

I-x 0 «x
Fie M=44(x)=| 0 1 0 |[xeX: . Demonstrati cd Inmultirea
x 0 I-x

matricelor din M este o operatie comutativa.
20



1

-x 0 x -y 0 y
Solutie. Avem A(x) - A))=| 0 1 0 - 0 1 0 |=
x 0 1-x v 0 1-y

I-(x+y—-2xy) O xX+y-2xy
= 0 1 0
x+y—2xy 0 1-(x+y—2xy)
=A(y)- A(x).

=A(x+y-2xy)=A(y +x-2yx) =

Exercitiu propus

a 0 b
Fie G=yM(a, b)=|0 1 O |a, beR
b 0 a

Aratati ca inmultirea matricelor din G este comutativa.

Element neutru

Definitie. Fie M, o mul{ime nevida pe care s-a definit o lege de compozitie interna

22
*
2 b

*: MxM—>M, (x,y) > x *y.

Un element e € M se numeste element neutru pentru aceastd lege de
compozitie ,,*” daca:

x*e=exx=x,VxeM

Exercitiu rezolvat

Pe multimea QQ a numerelor rationale definim operatia:
X
x*y=x+y——2ji, VxyeQ.
Cercetati daca operatia ,,*” admite element neutru.

Solutie. Studiem daca existd e € Q, astfel incite* x =x*e =x, Vx € Q.

Dine * x = x, V x € Q, obtinem e+x—e—;:x, Vxe Qe 6(1—5)20,

VyxeQoe=0.DeducemciO*x=x*0=x, Vx e Q,adicid e =0 este element
neutru pentru legea de compozitie ,,*”.

21



Exercitiu propus

Pe mulfimea Q a numerelor rationale diferite de 3 se defineste operatia ,,*”
prin:
X
x*y:x+y—?y-, Vx,yeQ.

Cercetati existenta elementului neutru.
Elemente simetrizabile

Definifie. Un element x € M se numeste simetrizabil in raport cu legea de
compozitie ,,*” daca exista x "€ M, astfel Incat:
x'kx=xx*xx"=e,
Elementul x' se numeste simetricul lui x in raport cu legea de compozitie ,,*”.

Observatii:
1. In notatie aditiva, simetricul lui x se noteazi — x si se numeste epusul lui x.
Avem (—x)tx =x+(-x)=0.
2. In notatie multiplicativa, simetricul lui x se noteazi x ' si se numeste inversul
lui x.
Avem: x x=x-x"'=1.
3. Se noteaza U(M) mul{imea tuturor elementelor simetrizabile ale lui M in raport
cu legea de compoziie interna ,,*”, asociativi si cu element neutru.

Teorema. Fie legea de compozitie internd ,,*” pe multimea M, astfel incat ,,*”
este asociativa si admite elementul neutru e.

Daca x € M este simetrizabil, atunci simetricul sdu x' este unic.
Teorema. Dacad x, y € M sunt elemente simetrizabile in raport cu o lege de
compozifie ,,*” pe M (asociativa si cu elementul neutru e), atunci x * y si x’ sunt
simetrizabile i au loc egalitatile:

a) (x *y)'=y"*x’

b) (x)' = x.

Exercitiu rezolvat

d
Demonstrafi cd 4 este inversabild (simetrizabila in raport cu operatia de
inmultire din . /(7)) si inversa = AG(L).

Fie matricea 4 € 74(7Z), A :(z j cuad + bec=1.

22



Solutie. Cum det 4 = ad + bc = 1 # 0, deducem ca A4 este inversabild. Avem:

a=( o) a=(L ) =4 Ve

Se verifica imediat cd 4- A7 =47 4=1,.
Exercitiu propus

2a 3b

In multimea . 75(Q), fie matricea A4 :( 5 9

j,cu 4a* -3b* =1.

Demonstrati ci A este inversabila si aratati ca 4~ e . 74(Q).

Exercitii rezolvate

1. Fie A5 = {0, 1, 2, 3, 4} < Z, multimea resturilor modulo 5 ale impartirii
tuturor numerelor intregi prin 5.
Sa se alcatuiasca tablele operatiilor induse pe A5 de adunarea si inmultirea

modulo 5; sd se deduca din tablele intocmite proprietatile operatiilor
(asociativitate, comutativitate, element neutru, elemente simetrizabile).

Solutie.
®@| 0 1 2 3 4 |0 1 2 3 4
ojo 1 2 3 4 0|0 0 0 0 O
1 1 2 3 4 0 1{0 1 2 3 4
212 3 4 0 1 210 2 4 1 3
313 4 0 1 2 3]0 3 1 4 2
414 0 1 2 3 410 4 3 2 1

Deducem: a) Adunarea modulo 5 este asociativa, comutativa, admite element
neutru pe ,,0” si orice element din A5 admite simetric (opus) in raport cu
adunarea si acesta este tot din As; avem —0=0;-1=4;,-2=3;-3=2;-4=1.
b) Tnmultirea modulo 5 este asociativd, comutativa, admite element neutru pe ,,1”
si orice element nenul din #s admite simetric (invers) in raport cu inmultirea si
acesta este tot din Rs; avem 17 =1; 27'=3; 37'=2; 47'=4, adica U(Rs) =

= {1, 2, 3, 4} este multimea elementelor inversabile din As.

23



2. Pentru ce valori ale parametrului real A intervalul (3, ) este o parte stabila a

lui R in raport cu legea de compozitie ,,*”, definita prin:

x*y=xy—3x—-3y+A, Vx,yeR?

Solutie. Cum x,y € (3, ©), avemx — 3 >0, y— 3 >0, deci (x — 3)(y — 3) > 0,

adicaxy —3x -3y +9>0. Avemx * y =xy—-3x-3y+9+1-9>1-9. Trebuie
—

cal—92>3. Deducem A > 12.

1 0 2x
3. Fie M=q4(x)=|0 1 0 |x>-1
0 0 1+x

a) Sd se arate ca M este o parte stabila a lui . 75(R) in raport cu operatia de

inmultire a matricelor.

b) Studiati proprietatile referitoare la asociativitate, comutativitate, element
neutru, elemente simetrizabile In raport cu operatia de inmulfire a matricelor
din M.

1 0 2x)\(1 0 2y 1 0 2(x+y+x)
Solutie. a) Avem: A(x)-A(y)={0 1 0 |0 I 0 |=/0 1 0 =

0 0 1+4x/){0 0 1+y 0 0 l+x+y+xy
=A(x+y+xp) six+y+xy>—1< (x+1)(y+1)>0, evident, deoarece x > —1

siy>—1
b) Inmultirea matricelor este o operatie asociativa.
Din A(x) - A(y) = A(x + y + xy) = A(y + x + yx) = A(y) - A(x), deducem ca
inmultirea matricelor din M este comutativa. A(0) este elementul neutru, deoarece
A(0) - A(x) = A(x) - A(0) = A(x)

Pentru element simetrizabil cercetim daca exista A(x") € M, astfel Incat
A(x) - A(x") = A(x") - A(x) = A(0).

Avem A(x) - AxN)=Ax +x'+xx)=40) = x +x'+ xx'=0=

1

-X
x'=—— >-1.
x+1

Deducem ca orice element din M este simetrizabil in raport cu inmultirea

) e i s - . [ —x
(adica inversabil) si inversa matricei 4(x) este matricea 4 j e M.
X+

24
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Exercitii propuse

Fie Rs = {0, 1, 2, 3, 4, 5} < Z, multimea resturilor impartirii unui numar
intreg dat la 6. S& se alcatuiascd tablele operatiilor induse pe % de adunarea
si inmultirea modulo 6. Sd se deduca din tablele intocmite proprietétile
operatiilor (asociativitate, comutativitate, element neutru, elemente simetrizabile).
Rezolvati in R, ecuatiile:
A3Bx=xB3 50x=x05;
b)3PxO2=5;
)40xd3=2,
unde @ si ® sunt simbolurile adunarii si inmultirii modulo 6.
(Remarca: operatia © are prioritate fata de @).
Aratati ca submultimea H = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} C Z este o parte stabild a lui Z
in raport cu legea de compozitie:

ZxT—TZ,(x, ) |x -yl
si alcatuiti tabla operatiei induse.
Pentru ce valori ale parametrului A intervalul (a, «), unde a € R, este o parte

stabila a Iui R in raport cu legea de compozitie ,,*”, data prin:

x*y=xy—ax—ay+A, Vx,yeR.

1 0 ax
Fie M=4A4(x)={0 1 0 | x>-1;,undea € R este fixat.
0 0 1+x

a) Sd se arate ca M este o parte stabila a lui . 7Z5(R) 1n raport cu operatia de

inmultire a matricelor.

b) Studiati proprietatile referitoare la asociativitate, comutativitate, element
neutru, elemente simetrizabile.

Pe multimea G = (- a, ©), unde a € R, a fixat, se defineste legea de
compozitie ,,*”, datd prin x * y=xy +ax tay +a(a—1), Vx,y e R.
a) Sd se arate cd G este o parte stabild a lui R in raport cu operatia ,,*”.

b) Studiati proprietatile referitoare la asociativitate, comutativitate, element
neutru, elemente simetrizabile.

Fie a,b,c € Z, b # 0. Pe Z definim legea de compozitie ,,*” prin:

def
xxy=axy+b(x+y)+c,(V)x,y e Z.

a) Aratati cd legea de compozitie ,,*” este asociativd daca si numai daci
b?>—b—ac=0.
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