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ALGEBRA

Capitolul I. Multimi si elemente de logica
matematica

Multimea numerelor reale: operatii algebrice cu numere reale,
ordonarea numerelor reale, modulul unui numar real, aproximari prin
lipsa si prin adaos, partea intreagi, partea fractionard a unui numar real;
operatii cu intervale de numere reale.

Numerele sunt un produs al inteligentei omului, cu ajutorul carora acesta
percepe aspecte cantitative ale lumii Inconjuratoare §i stabileste relatii de ordine
intre ele.

Notiunea de numar s-a perfectionat odatd cu evolutia omului. Astfel, au
rezultat urméatoarele mulfimi de numere: numere naturale, numere intregi, numere
rationale, numere reale.

Pornind de la multimea numerelor naturale, pot fi construite toate cele-
lalte multimi de numere.

Fundamentul acestei constructii logice il constituie teoria multimilor si
logica matematica.

1. Multimea numerelor naturale este:
N=1{0,1,2,3,...,m, ...}

Pe mul{imea numerelor naturale se definesc operatiile algebrice: adunarea
st inmulfirea. Aceste operatii au urmatoarele proprietati:

/

1) comutativitatea: a + b=b +a, a-b=0>b-a,oricarearfia, b e N;

2) asociativitatea: (a + b) +c=a+ (b +c); (a-b) - c=a - (b-c),oricare ar fi
a, b, ceN;

3) existenta elementului neutru: a + 0 =0+ g =a, V a € N (0 este element
neutru pentru adunare);

a-1=1-a=a,VaeN(l este element

neutru pentru inmultire);

1) distributivitatea inmultirii fatd de adunare: a(b + c)=ab + ac, V a, b, c € N,
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Relatia de ordine pe multimea numerelor naturale verifici principiul
trihotomiei: Doua numere naturale ¢ si b sunt intr-una sl numai intr-una dintre
relatiile:

a<b sau a=b sau b<a.

Axioma lui Arhimede. Pentru doui numere naturale oarecare a si b,

a > 0, exista un numar natural », astfel incat a - n > b.

Exercitii propuse

1. Fie 4= {E ] ab-c= 4} - Calculati probabilitatea ca, alegand la intimplare un

numdr din multimea 4, acesta sa fie divizibil cu 3.
(Gheorghe Craciun, Ploiesti)

2. Fie A={E’%=a+10b+1000}. Care este probabilitatea ca, alegind la

intdmplare un element din multimea A, acesta si fie divizibil cu 5?
(Nicolae Stanica, Braila)

3. Fie4 <N, omultime avind simultan proprietitile:

)1 eN; ii)Dacidx € 4, atunci 3x € 4; iii) Dacidx + 1 € 4, atunci x € 4.

Demonstrati ca {0, 6, 180, 182} — A. (Marin Chirciu, Pitesti)
4. Suma a 10 numere naturale distincte este 62. Demonstrati ci produsul lor se
divide cu 60. (Concursul ,,Simon Petru”, Targu-Mures, 2004)

5. Pe o circumferinta se scriu 2005 numere naturale cu suma 7022. Si se arate ca
existd doud perechi formate din numere vecine, astfel incat suma elementelor
din fiecare pereche sa fie mai mare sau egali cu 8.

(Olimpiada Nationald, 2005, Marin Chirciu)

< o . v o =2 Iy
6. a) Dacd n € N*, si se arate ci orice numir de forma 10" —10*""' —10*"2 ge

poate scrie sub forma x* + y* + 2>, unde x, y, z € N*, x, y, z — distincte.

(G.M. 5/2006, Daniel Cojocaru, Slatina)
b) Dacia € {5, 6,7, 10, 11, 12, 14} si n € N*, atunci a* —a*""' —a*"? se
poate scrie ca o suma de trei patrate perfecte nenule distincte.

(Dezvoltare, Marin Chirciu, Pitesti)
7. Sa se gaseascd cel mai mic numar nenul », pentru care numirul 2000 divide

numadrul n(n+1)(n+2)(n+3). (O.M. 2000, Rusia)
8. Sa se gdseasca valoarea expresiei:
E=1"3-214435-416+...—2001 2002 +2001! (O.M. 2001, Rusia)

9. Numerele naturale p, ¢ si » sunt astfel incit p + ¢, g +r si r + p sunt prime.

Sa se arate cd doud dintre numerele p, ¢, r sunt egale.
(0.M. 1996, Rusia)

10. Rezolvati in N* x N* ecuatia: x- 3 + y. x™® =1+ (x))?" .

(Concursul ,,Mihai Eminescu”, Satu Mare, 2007, Traian Tamaian)

18



11. Rezolvati in N* x N* ecuatia: x3" + yx" =1+ (xy)", unde n € N*, » fixat.
(Dezvoltare, Marin Chirciu)

12. a) Si se arate cd numarul 7 =1001""" +1003'"" este divizibil cu 2004.
(G.M. 4/2007, Vasile Solovastru, Feldru, Bistrita-Nasaud)

b) Si se arate ca 4001*"" +4003*""" se divide cu 8004.
¢) Fie a, numir natural impar. Demonstrati ¢ a“"* +(a+2)" se divide cu

Aa+1).

(Dezvoltare, Marin Chirciu, Pitesti)

2. Multimea numerelor intregi este:
Z={—n,..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...,n,...}.

Pe multimea numerelor intregi se definesc operatiile algebrice: adunarea
si inmulfirea. Proprietatile verificate de aceste operatii In cazul numerelor
naturale rimén valabile si pentru numere intregi. In plus, la acestea se mai adaugi
si alte proprietati:

5) existenta elementului opus: Pentru orice a € 7Z existd elementul — a € Z

(numit epusul lui a), cu proprietatea:
at(—a)y=—a+a=0.

Exercitii propuse

Sa se gdseasca toate numerele 7 cu proprietatea ci n” +2 este divizibil cun + 1.
Aratati ca, dacd suma patratelor a doud numere intregi se divide cu 7, atunci
fiecare dintre aceste numere se divide cu 7.

| S

(3

Aritati cd, pentru k € Z, avem lk3 +—1—k2 +lk e Z.

3
X 3x+2EZ .
2x+1

4. Determinati elementele mulfimii 4 = {x el

10 3 10
S. Fie mulfimile 4=1x<7)> Jg eZp, B={xeZ|> tzeZ .
2x 3x
Aratati ca 4 = B.
6. Rezolvati in numere intregi sistemul: e +Z:94.
x+yz=95

(O.M. 1994, Rusia)
xyv+z=3n+1

Fie n € N*, n fixat. Rezolvati In numere intregi sistemul: .
g
xX+yz=3n+2

(Dezvoltare, Marin Chirciu, Pitesti)
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8. Fie a, b € Z, astfel incat ab si (a + 1)(b — 1) sunt numere consecutive. Si se

arate ca ab +'1 este patrat perfect.
(0.M. 2007, Satu Mare, Ovidiu Pop)

9. a) Sidserezolve in Z x Z ecuatia: x*»* —2003x = 2003 .
(G-M. 6/2007, Daniel Stretcu si Eduard Gabriel Bézavan, Drobeta Turnu Severin)
b) Fie p, numar prim fixat. Si se rezolve in 7 x 7, ecuatia:
2_2
Xy =(p-Dx=p.

(Dezvoltare, Marin Chirciu)

3. Multimea numerelor rationale este:
a

Q=42

b

Orice numar rational poate fi scris in doui moduri:

* sub forma de fractie ordinari (ca raport de doud numere intregi);
* sub forma de fractie zecimala (finitd sau infinita periodica).

a,beZ,b:ﬁO}.

Trecerea de la o fractie ordinari la o fractie zecimala
Aplicand algoritmul de impartire a numerelor naturale, putem trece de la

o fractie ordinara % la o fractie zecimala (finita sau infinita, periodica simpla sau
mixta).

3 1 7
Exemple: a) s =0,6; b) 3 =0,333..=0,(3}; <) = =1,1666...=1,1(6).

In cazul a) avem o fractie zecimald finitd; in cazul b) avem o fractie
zecimald infinitd periodica simpld, cu perioada 3; in cazul ¢) avem o fractie
zecimald infinita periodicd mixtd, cu partea neperiodica 1 §i partea periodici 6.

Trecerea de la o fractie zecimali finiti sau infiniti periodica
la o fractie ordinari

6 3 3 1
Exemple: a) 0,6=—==; b)0,3)=>=—;
ple: a) 1053 ) 0,(3) r

90 99 6 6 90 90 6

Teoremi. O fractie ireductibild se transforma in fractie zecimald periodica simpla,
daca numitorul ei descompus in factori primi nu contine nici factorul 2, nici
factorul 5.
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Dacd numitorul ei confine cel putin unul dintre factorii 2 sau 5, dar si

factori primi diferiti de 2 si 5, atunci fractia se transforma in fractie zecimala
periodica mixtd, avand la partea neperiodicd m cifre, unde m este cel mai mare
dintre exponentii lui 2 si 5.

h

10.

11.

Exercitii propuse

Reprezentati urméatoarele numere rationale sub forma de fractie zecimala:

1 1 1 1
a) x 5 b) x 5 c) x 20" d) x T
Reprezentati urmatoarele numere rationale sub forma de fractie zecimala
infinitd periodica:

1 1 1 1
a) x 5 b) x E c) x L d) x ™
Pentru fractiile zecimale periodice urmatoare sa se giseasca numarul rational
pe care il reprezintd i sd se verifice apoi prin algoritmul de impaértire ca se
obtine fractia zecimala initiala:
a) 0,(142857); b)) 0,1(6); c)—4,14(857142).
Dati exemple de numere reale care nu se pot reprezenta sub forma de fractie
zecimald periodica.

.
3

EEeSs= . o RIS B .
Fie 0,a,a,q;..., scrierea zecimald a numarului = Sé se determine a, .

; 5 g a5 | T— ;
Scrierea zecimald a numdrului T este 0,a,a,a;.... Sa se determine a,, .

a) Sa se arate ca, dacd a, b € Q, astfel incat a+ b2 =0 ,atuncia = b= 0.
b) Fie a, b, ¢, d € Q*. Demonstrati ca exista x € Q, astfel incat

(a + b\/E)x + (c + d\/—Z—) =0 daca si numai dacd ad = bc.

1 1

2 + 2 + 2
(x=») -2 (z-x)
unde x, y, z sunt numere rationale diferite doua cate doua.

Demonstrati ca numdrul 4= \/ este rational,

(0.M. 2004, Arad)

= . o NI . .
Fie 0,4,a,q;..., scrierea zecimald a numarului T Sd se determine a,.

, T . . . .11
Fie 0,a,a,a,..., scrierea zecimala a numarului B
a) Determinati a,,;. b) Determinati suma a, +a, +...+ Gy -

e . o 5 . 16
Fie 1,a,a,a,..., scrierea zecimala a numarului E .
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a) Determinati a,,,. b) Calculati suma a, +a, +...+ 7

! . . b ; 4
12. Numerele a si b satisfac egalitatea + =2. Sa se gdseasca toate
a+b a-b
valorile posibile ale expresiei —— (O.M. 1995, Rusia)
a+5b
aZ 2
13. Numerele a si b satisfac egalitatea P =1. Sd se gaseasca toate valorile
at —
2 _ g2
posibile ale expresiei = (O.M. 1995, Rusia)
a +b

4. Multimea numerelor reale

Avem incluziunea Nc Z < Q c R.
Mul{imea numerelor reale a aparut in istoria evolutiei notiunii de numdr

o @ o5 2 . ~ .
ca o oportunitate de rezolvare a unei ecuatii de felul x* =2, intrucat multimea
numerelor rationale nu putea si contind solutiile acestei ecuatii.
Numerele reale care nu sunt rationale de numesc numere irationale.

Exemple: \/5, —\/E, T, ... etc.

Multimea numerelor irationale este R \ Q.

Un numdr real x este reprezentat de o scriere de forma: x=a,,a,a,q,...,
unde a, € Z, iar a,, a,, a,, ... sunt cifre din multimea {0, 1, 2, ..., 9}.

Pe mulfimea numerelor reale se definesc operatiile algebrice: adunarea si
inmulfirea.

Proprietitile algebrice ale lui R (axiomele adundrii si inmultirii)
1) Adunarea este asociativa si comutativa.
2) Exista numarul real 0 (zero), astfel incat 0 + x =x, V x € R.
3) Pentru orice x € R, existd numirul — x € R, astfel incat x + (—x)=0.

(= x se numeste opusul lui x).
4) Inmultirea este asociativa si comutativa.

5) Exista numarul real 1, astfel incat 1-x=x, V x e R.
(1 este element neutru pentru inmultire).
6) Pentru orice x € R, x # 0, existd numarul x~' din R, astfel incat x-x"' =1.
7) Inmultirea este distributiva in raport cu adunarea, adica
x(y+z)=xy+xz, Vx,y,ze R.

22



Proprietitile de ordine ale lui R (axiomele de ordine)

<5,

%) Pe multimea R este definitd o relatie de ordine, notata ,,<
Asadar, dacd x, y,z € Rsix <y, y <z atunci x < z, iar x <y, y < x, atunci

X =Y.

9) Pentru orice x, y € R avem x <y sau y < x (se mai spune cd relatia de ordine pe

= este totald).

10) Dacix,y e Rsix<y,atunci x +z<y+z VzeR.

11)Dacix,y € Rsix<y,atunci xz<yz, pentruoricez € R, z=0.

12) Orice submulfime nevida majorata C < R admite un cel mai mic majorant

(axioma lui Cantor).
Ca o consecinti a proprietatilor 1 — 12, se poate stabili urmatorul rezultat
important, numit proprietatea (sau axioma) lui Arhimede.

Pentru orice x € R existd un numar intreg » unic, astfel incit n <x <n +
— 1. Acest numadr este numit partea intreagd a lui x si este notat [x].
Exemple: [1,2]=1, [1,99]=1, [2]=2, [-n]=—-4, [-431]=-5.

Pentru orice x € R avem x = [x] + {x}, unde {x} reprezintd partea

fractionard a lui x.

Avem {x} € [0, 1).
Exemple: {1,2} =0,2; {1,99} =099, {2} =0; {~n}=4-m {-431}=
=0,69.

Identitatea lui Hermite
Pentru orice x € R au loc egalitdtile:

a) [.\']+[x+% =[2x];

_ 1].[..2
b) [x]+|x+—=|+|x+—=|=[3x];
L e || 3} [3x]

c) [x]+ x+l + x+g}-[x+i}=[4x];
4 4 4

d) [x]+ x+l + x+g}+...+[x+n_l}z[nx],undenEN*.

n n n
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Exercitii rezolvate

. . 3x-1 3x
1. Rezolvati ecuatia: [3\7 !

|
- . L

- 2
Solutie. Notam %:r. Rezulta x :"—r;—l. Ecuatia se scrie [t]+[f+%] =13.
Folosind identitatea lui Hermite, ecuatia devine: [2/] = 13 < 2f e [13, 14) &

<3x-1€[13,14) =3xe[l4,15) <xe [?,5)

2. Rezolvati ecuatia: [%—1} + [ﬁ] + [Zx * 1} il )

3 3 2
Solutie. Notand 3X;I:t, ecuatia devine [t]+[t+lJ+l:t+z}=ﬁ+3. u
3 3 3 4
: . . . . . 5 3t+3 .
identitatea lui Hermite, ecuatia este echivalenta cu [3¢]= .Din 3t -1 <
<[3f] < 3t rezmltd 3t—1< 2 <3 o1 e Egj (1).
Din B e 2212 (2P b p o

(2).
Din (1) si (2) obtinem k£ =1, de unde rzé si, In final, x = 1.

Proprietiti ale partii intregi
1) Pentru orice x,y € Ravem x <y = [x] <[y].

2) Pentru orice x,y € R avem [x + y] > [x] + [y].
3) Pentru orice x € R si orice k € Z avem [k + x] = k + [x].

4) Pentru orice x € Ravem: x — 1 < [x] <x.

Proprietiti ale partii fractionare
1) Pentru orice x € Ravem 0 < {x} < 1.

2) Pentru orice x € Rsiorice k € Z avem: {k + x} = {x}.
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