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Algebra
Tehnici de abordare

De obicei cele mai abordabile probleme la un examen sunt cele de algebra. De ce
este asa, nu va pot spune. Dar cu siguranta trebuie sa incercati sa valorificati cAt mai mult
aceste tipuri de probleme.

Pentru inegalitati exista foarte multe tehnici - insa trebuie sa retineti cateva de baza.
In articolul [21] subliniez patru metode foarte folosite si anume: inegalitatea Cauchy-
Schwartz, inegalitatile generate de studierea semnului trinomului de gradul I, inegalitati-
-le lui Jensen, legate de proprietdti ale unor functii anume si nu in ultimul rdnd, ceva mai
neobisnuit in Romaénia, metoda de calcul direct sau straightforward cum o numesc amer-
icanii. Cu toate acestea sunteti obignuiti, si puteti gasi destule referinte in [1], [2], [22],
[23], [24], [25], [26] precum si in alte materiale.

O noud metodd, “la moda” acum printre subiectele de olimpiadd din alte tari sunt
problemele care folosesc inegalitatea lui Schur. O generalizare a acesteia reprezintd prob-
lema 6. La inceput nu se intrevdd aplicatiile acestei inegalitati, foarte pufin folositd si
cunoscuta la noi; dar totusi ele nu intarzie sa apara: probleme ca 7, 10, 12, 14 isi gésesc
rezolvarea cu ajutorul inegalitatii lui Schur, uneori intr-un mod neasteptat de cititor.

Un alt sfat este urmatorul: incercati sa folositi cat mai putine abordari de tipul
Sturm sau metoda de interpolare a lui Lagrange. Aceste metode ”analitice” au darul de a
oferi concurentului o solutie, calculatorie, la care nu mai trebuie si-si foloseascd mintea.
Un concurent mai citit va incerca aceste metode dupa ce nu a reusit sd doboare problema
repede; rezultatul: de foarte putine ori favorabil, in marea majoritate a timpului este un
punctaj rotund, adica 0.

Se poate pierde extrem de mult timp incercand o astfel de abordare - care pe langa
sansele de mici reugitd, mai necesitd si o atentie speciald la redactare, si deci pierderi de
timp si energie considerabile, afectdnd, negativ, rezultatul concursului.

Am trecut in continuare cele mai importante inegalititi pe care le puteti folosi la
olimpiada farad a mai preciza si demonstratia. Puteti incerca sa le demonstrati, cici a sti
demonstratiile la inegalitatile celebre nu poate decat sa fie de ajutor.

e CAUCHY-SCHWARZ. Pentru orice numere reale a;, b;,7 € 1, n avem

(af + a5+ +a) (b7 + b5+ +b2) > (arby + azba + -+ + anby)?

e CAUCHY - BUNIAKOWSKY. Pentru orice numere reale strict pozitive a;, b;,i € T,n
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avem

a as Qy
(_‘1'+_2+"'+J)(albl+a2b2+"'+anbn) > (a1 +as+ - +ap)?
bl bZ bn

Observatie: Aceasta inegalitate de fapt este o derivatd a primei, aplicind-o pentru

numerele %i siva;-b;
V' b

- 1 1
HOLDER. Pentru numerele reale a;,b;,1 < i < nsip,gq > 1,- + - = 1 avem
p

q
urmadtoarea inegalitate
1 1
laib1 + agby + - -+ + anbn| < (la1P + -+ + |an[P)? (|01]7 + - - - + |bn|9) @
Observatie: Inegalitatea Cauchy-Schwarz se obtine din inegalitatea lui Holder pen-
trup=q=2.

INEGALITATEA MEDIILOR. Pentru orice numere reale strict pozitive a;, b;,i € 1,n

avem
ay+ag+---+an n

> Vaiag - an >
- — 1 1 1
ettt

a an,

n

INEGALITATEA MEDIILOR GENERALIZATA. Pentru orice numere strict reale
pozitive a;, i € 1,n, si orice numere reale p > g avem

i 1
(af-f—ang"'*"ag); 5 (a?+a%+~-+aﬁ)q
n = n

CEBA@EV. Pentru orice doua siruri (a;)1<i<n, (bi)1<i<n, de numere reale la fel (in-
vers) ordonate avem urmadtoarea inegalitate:

aw1+aﬁ2+~-+aJM:>Lu+a2+~'+an'h+b2+~~+m
<

n ( ) n n
BERNOULLI. Pentru orice numar natural n, si orice numar real ¢, cua > —1 avem

(1+a)">1+na

. . : ; ; 1 1
Observatie: Aceastd inegalitate se mai poate pune si sub forma (1 + a)r]' <1+ —a.
n
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e MINKOWSKI. Pentru orice numere reale a;, b;, i € I, n avem

VE+a3+ a8 >

> V(a1 +61)2 + (az +02)2 + - + (an + bp)?

o INEGALITATEA RE-ARANJAMENTELOR. Fie (a;)1<i<n, (bi)1<i<n, de numere rea-
-le la fel ordonate, iar sirul (¢;) este format din numerele b;, eventual in altd ordine.
Atunci avem

arby +agby + -+ + anby, > arc; + asCy + -+ ancy > arby + agbp_1 + -+ - + anby

Un exemplu de folosire a acestei ultimei inegalitati este problema urmatoare:

e Fie ay, as, ..., a, numerele naturale distincte. Si se arate ca:

as ~ as [ 1 1
G+ttt >l o+
1792 T 32 n2 - 2 n
SOLUTIE. Fie b; numerele a; agezate in ordine crescitoare. Cum b; sunt numere
naturale distincte, avem by > 1 = by > 2 = b, > £k, pentru orice 1 < k < n. Pentru ca

1 1 . ;
1> ST IR din inegalitatea re-aranjamentelor deducem ci
)
a2 as an ba bi’) by, 2 3 n
CL1+‘272+‘3—2+"'+E2b1+§+3—2+"'+n—221+§+3—2+"‘+ﬁ

care este chiar inegalitatea ceruta.

Trecand mai departe la siruri, de multe ori este necesard determinarea termenului
general al unui sir exprimat recursiv. Pentru o recurenta care depinde numai de ultimul,
sau de ultimii doi termeni aflati exista metode clasice si simple, care se folosesc de ecuatia
caracteristica.

Sad ludm exemplu. Dacd an42 = zan,41 + yan,, pentru orice n, atunci putem sa
considerdm ecuatia caracteristica a sirului respectiv r? = xr + y. Aceasta are doua solutii
r1,2. Dacd ele sunt distincte atunci girul nostru are termenul general dat de

ap, =arf +0ry, YneN

unde «, 3 sunt doi coeficienti, ce vor fi determinati in functie de termenii sirului dati, de
obicei primii doi.
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Daca nu sunt distincte atunci sirul are termenul general de forma:

an = ary + Bnry, VneN

Mai mult aceasta metodd se poate extinde la orice recurents liniard de ordin k.
Problema majord pentru k > 3 este gasirea tuturor solutiilor ecuatiei caracteristice (care
in acest caz este de gradul k).

Printre alte metode se incadreaza folosirea sirurilor auxiliare pentru determinarea
termenului general. Un bun exemplu il constituie problema 57, functiile generatoare -
despre care puteti citi in [3], inductia matematica - iarasi un articol bun se gdseste in [3].

La functii trebuie stiute cateva ecuatii functionale de baza, cum ar fi ecuatia functio-
-nala a lui Cauchy
fla+y)=f@)+ fy), Vz,yeR

Aceastd ecuatie apare in foarte multe probleme. Cunoasterea ei se dovedeste un avantaj,
chiar si la Olimpiada Internationala - spre exemplu problema 5 din anul 2002 care suna
astfel:

e 54 se determine toate functile f : R — R care verifici ecuatia:

(f(@) + F(y) + (f(2) + f()) = f(zz — yt) + fzz +yt), Va,y,2,t€R

Nu voi expune aici solutia acestei probleme, ea putdnd fi gasita in articolul [6]. Cert este
cd la un moment dat se ajunge exact la ecuatia lui Cauchy. Solutia generala a ecuatiei
este f(z) = f(1)z, pentru orice numar rational z, iar daci nu se mai di o conditie in
plus, una dintre f crescatoare, continua intr-un punct, pozitivd pe numere pozitive (de
aici se deduce ca f este crescitoare), atunci folosind faptul cd pentru orice numar real
exista doud giruri de numere rationale care converg la el, unul strict crescator si unul
strict descrescator (pentru un numadr irational acestea sunt chiar aproximarile sale cu un
anumit numadr de zecimale) putem deduce ca f(z) = f(1)x pentru orice = real. O alta
problema care este in legdtura este problema 81.

Un alt lucru foarte important, pe care echipa Romaniei care a participat la Olimpiada
Internationala din Scotia 2002 1-a neglijat, a fost verificarea solutiilor ecuatiei functionale.
Astfel s-au pierdut 6 puncte, care au insemnat o cidere de 2 locuri in clasamentul neofi-
cial pe natiuni, si chiar pierderea unei medalii de aur.

Despre polinoame, pe langa celebra Teorema a lui Bézout, notiunile fundamentale
de divizibilitate, precum si relatiile lui Viete, am descoperit ca un procedeu foarte folosi-
tor poate fi studierea radécinilor sale. Astfel dacd dintr-o relatie putem gési un sir definit
recurent ai carui termeni sunt radécini ale unui polinom (eventual definit de noi), si daca
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putem demonstra ca toti termenii sirului sunt diferiti atunci polinomul este polinomul
nul. O problema care se bazeaza pe aceasti tehnica este problema 88.

Deasemenea alte exercitii des intalnite sunt cele referitoare la ireductibilitatea poli-
noamelor cu coeficienti intregi. Exista cateva teoreme folositoare, si precizim mai jos
cateva dintre ele:

o CRITERIUL LUIEISENSTEIN. Fie f € Z[X], f(z) = an®,+- - -+a12+ao un polinom
cu coeficienti intregi, si p un numar prim astfel incat p|a;, pentru toti indicii i cu
0<i<n-—1,p4anp?1{ap. Atunci daci cel mai mare divizor al coeficientilor a;
este 1, polinomul f este ireductibil in Z[X].

e CRITERIUL LUI SCHONEMANN. Fie p > 2 un numar prim, iar f € Z[X] un
polinom monic (avand coeficientul dominant egal cu 1) de forma f(z) = g"(z) +
ph(z), unde g, h € Z[X] sunt doud polinoame. Daci g este ireductibil in Z,[X] si
redusul lui g, g, nu il divide pe redusu! lui &, h, in Zp|X] atunci f este ireductibil in
Z1X].

Aplicatii la aceste doua criterii se pot gasi in [27], iar alte doui criterii frumoase
sunt date de problemele 80 si 90.
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Probleme de algebra

Inegalitati

1. Séa se arate ca oricare ar fi numerele reale strict pozitive z, y, z avem:

PR S
— =+ —>z4y+z
Yz zZxr xy

2. Arétati ca in orice triunghi ABC avem:

| o

1 1 1 4 1 -
ha  hy  he —

=

unde hyg, by, he reprezinta lungimile indltimilor triunghiului, iar R raza cercului cir-
cumscris triunghiului.

3. Demonstrati cd dacd a,b, ¢ sunt lungimile laturilor unui triunghi atunci are loc
urmatoarea inegalitate:
a® + b + 3abe > ¢

4. Demonstrati ca:
1 1

2003 2

2001 1

3 5 <
4 6 2002 44

5. Sa se arate ca intr-un triunghi ABC avem inegalitatea:
p? > 3r? + 12Rr

unde p, r, R sunt respectiv semiperimetrul, raza cercului inscris si raza cercului cir-
cumscris triunghiului.

6. Fie f : R — Ry sia,b,c € R. Sd se arate ca:
fla)(a—b)(a—c)+ f(b)(b—c)(b—a)+ flc)(c—a)(c —b) >0

in fiecare din cazurile
a) f este crescatoare;

b) f este convexa.

7. Sa se demonstreze ca pentru orice numere reale pozitive avem:

zy(y — 2)(z —2) +yz(z —z)(z —y) +22(z —y)(y — 2) <0

16
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8. Fie a1, az, ..., a, numere reale strict pozitive cu suma 1. S4 se arate ci:

n 5
a? 1

B T
%t a2

9. Demonstrati ca daca a, b, ¢ > 0 si ab + bc + ca = abc atunci:

1 3 1 n 1 o
a—1 b—-1 c¢—1"

N o

10. Sa se arate ca daca a, b, ¢ sunt numere reale pozitive, atunci are loc:

a* + b + ¢ +abe(a+ b+ c) > a(b+c)+ 03 (c+a) + c*(a+b)

11. Demonstrati cd pentru orice numere reale pozitive a, b, ¢ cu produsul 1, are loc ine-

galitatea:
1 1

- ; + = - ; . <
ad+b% +1 b3+c~‘+1+cd+ad+1‘

1
12. Sa se arate ca oricare ar fi a, b, c avem:
a?(b+c—a)+b*c+a—b)+cla+b— ¢) < 3abe

13. Sd se arate cd pentru orice numere strict pozitive z, y, z avem:

T Y z 9
GrE+2)  GrawTn)  GroGTy - dztyTa)

14. Demonstrati cd dacd A, B, C sunt masurile unghiurilor unui triunghi, atunci urma-
-toarea inegalitate are loc:
A-DB B-C C-A 34 3B 3C

5 + cos 5 + cos 5 > sin 5 + sin > + sin >

cos

15. Demonstrati cd pentru orice numere reale pozitive a, b, ¢ are loc:

a\/az+8bc+b\/b2+80a+cx/02+8abS (a+b+c)?

16. 5S4 se arate ca dacd a, b, ¢ sunt lungimile laturilor unui triunghi atunci:

a*b(a — b) + b2c(b — ¢) + c*a(c — a)>0

17
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17. Fie un triunghi ABC' de perimetru 2p. Sa se arate ca:
pV32lat+ly+lc

unde [, I, §i [ sunt lungimile bisectoarelor interioare ale triunghiului.
18. Fie z; > 1,i = 1, n, numere reale. Sa se arate ci:

1 1 1 n
+ + -+ >
14z 1+x9 1+, 1+ Yr129 - TH

19. Aratati ca daca n numere pozitive x; au suma n, n € N* atunci:

n n

1 Z;
;1+1‘2‘ ZLZI—\LI

er

20. Fie a1, as, a3, as, as cinci numere reale astfel incat ay + as + a3z + as + a5 = 1.
Sa se arate ca:

|
min (at — a]) < —
1<i<y< 10

21. Fie z,y, z numere reale. Demonstrati ca:

(B +1° + 2@ -+ ) (- + 7+ 2°) = (—z+y+2) -y +2) (—z+y+2)?

22. Fie 21,9, ...,x, numere reale strict pozitive. S5a se arate ca:
1 1 1 1 1 1
e+ — {22+ —) Ao+ — > (a1+—){z2a+— ) 2o+ — ).
Iy Z2 In T2 T3 T
23. Fie n > 4 un numar intreg si a1, ag, . . . , a,, numere reale strict pozitive astfel incat:

ad+als o +al=1

Demonstrati ca:

wzzﬁ@+@ﬁ+m+ﬁqﬁ+ﬁ@

b ag Qn 2

) +1+a2+__1+...+a1+1 (al\/—+a2\/_+ +CL,Z\/(Z_").
a; 3

24. Sa se arate cd pentru orice a,b, ¢, z,y, 2 > 0 avem:

33 3 , 3
i+b_+c_2r(a—s—b+c) .
x y oz 3x+y+=2)

18
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25,

28.

29.

30.

Fie a,b,c > 0 astfel incAt a + b + ¢ = 1. S& se arate ci:

2<(1-a?)?+(1-0)?+(1-A?<A+a)1+b)(1+c).

26. 54 se arate cd dacd ay, az, . . ., a, sunt numere reale pozitive, cun > 2 atunci:
(a3 + 1)((1; +1)--- (a‘fl +1) > (aay + (a2az+1)--- (aial +1).
Fie z; € R, = 1, n. S4 se arate ci:

2 2 2
x 22 z
L = L <n-1.

2 1 5 Tt
Ti+ wows  TH + X34 T5 + Tni1Tnio

Numerele reale a, b, ¢, z, y, z sunt alese in asa fel incat: @ > b > ¢ > 0si
T >y > z > 0. Demonstrati ca:
22 b2y? 2

2
'z
(by + cz) + (bz + cy) * (cz + azx) + (cx + az) T (ax + by) + (ay + bx)

3
> —.
— 4
Fie a, b, ¢ > 0 astfel incat a? + b2 + ¢2 + abc = 4. Si se arate ci:

0 < ab+ bc+ ca — abe < 2.

Demonstrati cd pentru numerele naturale a < b < ¢ < d care satisfac relatia:
ad = be, este valabila urmétoarea inegalitate:

—d\?2
(a2 ) > a+ 2.
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