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1.1. Notiuni preliminarii

In clasele anterioare a aparut necesitatea extinderii multimilor de numere
naturale, respectiv intregi.

Astfel, in gimnaziu s-a impus necesitatea extinderii mulfimilor numerelor natu-
rale N = {0, 1, 2, ...}, de exemplu pentru a putea rezolva ecuatii de forma m + x = n,
cu m §i n numere naturale, obtindndu-se multimea Z = {..., -2, -1, 0, 1, 2, ...},
a numerelor Intregi. Apoi s-a extins §i multimea numerelor intregi, de exemplu pentru
a putea rezolva ecuatii de forma gx = p, cu p si ¢ numere intregi, si g # 0, obtinandu-se

multimea @ = { —? | p, g €L, q + 0} a numerelor rationale. S-au definit de asemenea,

operafii cu numere rafionale si s-a introdus reprezentarea zecimald a numerelor
rationale, impusa in special de probleme de natura practica.

In practica se foloseste, de obicei, reprezentarea (scrierea) numerelor
rationale sub forma de fractii zecimale.

Asa cum este cunoscut din aritmetica, cu ajutorul algoritmului de impartire

orice numdr rational nenegativ 2 m>0,n>0)se reprezinta sub forma unei
n
fractii zecimale finite sau infinite (adicd, cu o infinitate de zecimale). Astfel in
. R 5 ) . 1 s
loc de %: se scrie 0,25; 1n loc de 3 se scrie 0,625; in loc de £ se scrie 0,333...

Deoarece avem de-a face att cu fractii zecimale finite, cét si cu fractii zecimale
infinite, pentru uniformizare, se pot adauga la dreapta fractiei zecimale o
infinitate de zerouri.

De exemplu: % =0,25000..; % =0,625000....

Astfel putem spune ca toate fractiile zecimale sunt infinite.

Numerele intregi se reprezintd, evident, ca fractii zecimale cu o infinitate de
zerouri dupd virgula.

De exemplu: 5=5,000.... 13=13,000....



Asadar, orice numar rafional nenegativ — poate fi reprezentat sub forma
n

unei fractii zecimale infinite:
m —
— = dy, a1ardas... .
n

- P - .om . B
Numarul ay este partea intreagd a lui — , iar numarul 0, a;aza;. ..
n

este partea fractionara a sa. Numerele a,, ay, as,... sunt cuprinse intre 0 si 9,
adica0<a;<9,pentrui=1,2,3,....

Observim acum cd s§i numerele rationale negative au o astfel de
reprezentare. Vom nota partea intreagd a unui numdr negativ cu semnul minus

deasupra. Astfel numarul -—-3- = -3 +—;— se poate scrie sub forma 3, 5000... .

Analog, 0,321 = 1,679000...;
952 = 25566, =26+ = 76,333
3 3
In acest mod, orice numir rational (negativ, pozitiv sau zero) se reprezinta
sub forma unei fractii infinite:
m

— =ay, q1d2a3. .. )
7l

N _ .omo . .
unde aq, este partea intreagd a lui —, iar 0, @jaa;... este partea fractionari
n

(zecimald) a sa (ao este un numar intreg, iar @, a, @s, ... sunt numere cuprinse
intre 0 51 9).

Partea fractionara 0, a,aya;... din reprezentarea (1) a oricarui numar rational
este un numdr pozitiv mai mic decdt 1. Reprezentarea numerelor rationale
negative sub forma de fractie zecimala infinitd, cu partea intreagd numdr negativ
(iar partea fractionard un numar pozitiv) o vom face cu sopul de a uniformiza in
continuarea acestui capitol studiul numerelor reale (pozitive si negative).

~ Observatie. Scrierea numerelor negative sub forma indicatd mai inainte se
intdlneste in practica la calculul cu logaritmi.

1.2. Fractii zecimale periodice

Sa vedem acum care sunt fractiile zecimale prin care se reprezintd numerele
rationale. Mai intdi sa definim fractia zecimala periodica.



. Se numeste periodicd,
Qy, pentru orice n > k

. t i e 0 ﬁac}‘ze zecimala mﬁmta Qp, ;3.
' daca exista numerele naturale k si p astfel incat anp =

O fractie zecimald periodica se noteaza, pe scurt, prin

ag, a10;...0(GAxs1 - akﬁ»l)'

Multimea cifrelor scrise (in aceastd ordine) in parantezd se numeste
perioada fractiei zecimale. Dacd k = 1, adicd perioada incepe imediat dupa
virgula, avem de-a face cu o fractie zecimald periodica simpld; in caz contrar
avem de-a face cu o fractie zecimald periodica mixta.

In exemplele numerice de mai inainte fractiile zecimale sunt periodice.
Astfel, pentru 0,333 ... avem k=1, p =1 §i Gu = a, = 3 pentru orice n > 1.
Scriem 0,333... = 0,(3), aceasta fiind o fractiec zecimald periodicd simpla.
Fractiile zecimale finite, care dupa cum am observat pot fi considerate ca fractii
zecimale infinite (prin addugare de zerouri) sunt periodice. De exemplu, pentru
0,25000... avem k = 3, p = 1 si @, = a, = 0, pentru orice n > 3; iar pentru
0,625000... avem k=4, p = 1, a,. = a, = 0, pentru orice n > 4. Deci 0,25000...
= 0,25(0), iar 0,625000... = 0,625(0). Asadar acestea sunt fracfii zecimale
periodice mixte. In sfarsit, fractia 15,723434 ... este periodica si se scrie, pe
scurt, 15,72(34).

Am observat cd reprezentarea unui numdr rational sub formd de fractie
zecimald se obfine cu ajutorul algoritmului de impartire. Sa considerdm, de

exemplu, numerele - s —1—9— Avem:

Exempluf] ) { Exeﬁplﬁi 2
5 33 py 19 | ss
50 0,15... 190 l 0,345...
33 165
170 250
165 220
—3 300
275
25
Fiecare numir de dupd virguld se obtine printr-o impértire partiala:
50 |33 170 |33 190 |55 250 | 55 300 |55
-l wsls | w3 o omefs wsisT
17 s 25 T30 25
' Exemplul i), E;c‘empriul Z

Fiecare deimpartit partial se deduce din restul precedent prin addugarea
unui zero la dreapta sa, adicd marindu-1 de zece ori. Ori resturile partiale sunt



toate mai mici decat impartitorul. Dupa un numar finit de operatii partiale se
regidseste deci, ori delmpartitul initial (exemplul 1), ori un rest deja intlnit
(exemplul 2). De la acest pas putem s nu mai continudm impartirea, deoarece in
catul mpartirii lui 5 la 33, respectiv in catul impartirii lui 19 la 55, cifrele se vor
repeta. De aceea,

19

— =0,(15); — =

= 0,3(45).

In general, avem:

Orice numar rational se reprezinti sub forma de fractie
zecimala periodica, care nu are perioada (9).

Demonstratie. Daca a este un numdr rational oarecare, atun01 a=ay+da
unde g, este un numdr intreg (partea intreaga a lui @), iar @' este un numar ranonal
nenegativ mai mic decdt 1. Dacd o' se reprezinta sub forma de fractie zecimala
periodica, care nu are perioada (9), atunci a se reprezintd sub formd de fractie
zecimald periodicd care nu are perioada (9), in care partea intreagid este ay, iar
partea fractionara il reprezintd pe «'. Asadar, pentru demonstratia teoremei este

% '3 - B - . " m AL A m .
suficient si consideram numai numere rationale —, astfel incéit 0 < - < 1. Fie
7l

deci % (m > 0, n > 0) un astfel de numar rational. Prin algoritmul de impartire a

lui m la n sunt posibile resturile: 0, 1,2, ..., n— 1.

Deoarece resturile iau cel mult # valori, rezultd ca dupa cel mult n pasi ai
algoritmului, se repetd unul din ele. Deci va rezulta o fractie zecimala periodica.

Se aratd cd nu este posibil ca fractia zecimala periodica asociatd unui numéar
rational sd aibd perioada (9). Sa presupunem, prin absurd, ci fractia ar avea
perioada (9). Atunci, prin algoritmul de impartire, ajungem la un moment dat la
un rest 7 astfel incat inmultindu-1 cu 10, si impartindu-1 la n, sd se obtinad un cat
egal cu 9 si restul s fie, de asemenea, r. Deci dupd teorema mpirtirii cu rest,
avem: 10r=n-9+r,cur<n.

De aici se obtine 97 = 9n, de unde » = n ceea ce este in contradictie cu
ipoteza r<n.

_ Observatie. Fractiile zecimale finite (adica de perioada (0) se obtin atunci cand
pnn algoritmul de Impartire se obtine la un moment dat un rest egal cu zero. Dupa
aceasta toate resturile vor fi egale cu zero.

Impargnle partiale din exemplele precedente se scriu astfel:

Exemplull 50=33-1+17;170=33-5+5.

Inmulpnd cu 10 prima relatie, si folosind pe a doua avem 500=(33-1+17)-10=
=33-10+170=33-10+(33-5+5)=33-15+5.
Deci 100 - 5=33 - 15 + 5, adicd 15 este catul imparfirii lui 100 - 5 la 33.

ExemplulZ 190 =55-3+25;250=55-4+30;300=55-5+25.

Impar;md cu 100 prima relatie si folosind pe urmétoarele doud avem 19 000 =
=(55-3+25)-100=55-300+250-10=55-300+(55-4+30)-10=
=55-300+55-40+300=55-340+55-5+25=155"345+25.
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in acest capitol toate punctele si figurile geometrice vor fi considerate
intr-un plan fixat &

Fiind date doua puncte 4, B € &7 4 # B, putem vorbi despre urmitoarele
figuri geometrice:

- dreapta care trece prin 4 si B, notati AB sau BA:;

- segmentul inchis determinat de 4 si B, notat [4B] sau [BA];

- segmentul deschis determinat de 4 si B, notat (4B) sau (BA)

A > B .

} ; De asemenea, putem vorbi despre
— distanfa dintre 4 si B, un numar real
Fig. I.1 notat 4B sau BA.

Segmentul [4B] poate fi parcurs in dous sensuri, de la 4 spre B sau de la B spre
A. Pentru a fine cont de acest aspect, introducem notiunea de segment orientat.

Se numeste segment orientat o pereche ordonata de puncte
| (4, B), pe care o vom nota prin simbolul AB.

Punctul 4 se numeste originea, iar punctul B se numeste extremitatea sau
capatul segmentului orientat AB .

Daci 4 = B, obtinem AA care se numeste segment orientat nul. Daci 4 # B
spunem ca segmentul orientat 4B este nenul.
Uneori, segmentul orientat este denumit bipunct sau vector legat.

Observatie. Daca 4 # B, atunci segmentele [AB] si [BA] sunt egale, dar

segmentele orientate AB si BA sunt diferite (la doua puncte diferite putem

asocia doud segmente orientate diferite).
*

In continuare, vom da alte definitii privind segmentele orientate.

* Lungimea unui segment orientat AB este lungimea segmentului [4B] si se
noteaza lﬁl sau 4B. Prin definitie, lungimea unui segment orientat nul este
egala cu zero.

* Dreapta suport a unui segment orientat AB este dreapta 4B.

* Vom spune ca doud segmente orientate nenule au aceeasi directie daci
dreptele lor suport sunt paralele sau coincid.

Prin definitie, un segment orientat nul are aceeasi directie cu orice alt
segment orientat.
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* Vom spune cd segmentele orientate nenule AB si A'B’ au acelasi sens
daca ele au aceeasi directie si este indeplinitd conditia:

- dacd AB # A’'B ' atunci extremititile B si B’ se afla in acelasi semiplan in
raport cu dreapta A4’;

- daca AB =A'B', atunci semidreapta [4'B’ este inclusd in semidreapta [4B
sau invers, semidreapta [4B este inclusd in [4'B’ (fig. 1.2).

« Vom spune ci segmentele orientate nenule AB si A'B' au sensuri opuse
daca ele au aceeasi directie si nu au acelasi sens (fig. 1.3).

Se considerd ca un segment orientat nul are, in acelasi timp, si acelasi sens
si sens opus fata de orice alt segment orientat.

'fEéce‘brzplef >
\‘\A
- B

' Y\

B -

7

B y

A

B
AB si A'B’ au acelasi sens AB si A'B' ausensuri opuse
Fig. 1.2 Fig. L3

. Observatie. Daca doud segmente orientate au aceeasi directie, atunci ele se
afla in unul dintre urmatoarele doui cazuri:

- cel putin unul dintre ele este nul;

- ambele sunt nenule, caz in care au acelasi sens sau au sensuri opuse.

Segmente onentate echlpolente

. Se spune ca doud segmente orientate AB i CD sunt echipo-
, lente daca au acelagi sens si aceeasi lungime.

Daca AB si CD sunt echipolente, vom scrie AB ~ CD Prm definitie,
orice doud segmente orientate nule sunt echipolente.

Din definitie rezulta ca doua segmente orientate echipolente au aceeasi
directie, acelasi sens si aceeasi lungime.
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oziti Fie puncteleA B,C sl D.

1) AB CD < patrulaterul ABDC este paralelogram, sau 4, B, C, D
. sunt coliniare si segmentele [4D], [BC] au acelasi mijloc;

2) AB ~ CD < segmentele [4D] si [BC] au acelasi mijloc;

3) AB ~ CD <> AC ~ BD.

Fig. L4

Observatie. Avem urmitoarea imagine intui- £
asupra segmentelor echipolente. Daca

AB ~ CD , atunci ,,putem suprapune AB peste

CD prin alunecare (translatie) cu pastrarea
directiei si sensului®.

Au loc proprietitile:

1) AB ~ AB.
2) AB~CD = CD~AB . :
3) AB ~ CDsi CD ~ EF = AB ~ EF . Fig. L5

(se spune ci relatia de echipolentd este o relatie de echivalenta pe multimea
segmentelor orientate).

Urmdtorul rezultat ne aratd cd existd o infinitate de segmente orientate
echipolente cu un segment orientat dat.

Fie un segment orientat AB. Pentru orice punct
i M = 74 exista un singur punct N egb astfel mcat MN ~

Myrcapmza / Meap M

Fig. 1.6
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Propozitia 3 ne spune ca pentru un segment orientat dat AB siun punct dat
M din planul & existd un singur segment orientat MN cu originea in M, care
este echipolent cu AB. ‘

Fie un segment orientat AA'. Conform propozitiei 3, pentru orice punct
g prop p p

M e &P existd un singur segment MM’ echipolent cu AA’ . In figura 1.7 am
trasat patru astfel de segmente. '

D!

Fig. L7 B

Obtinem o multime de segmente orientate astfel incat oricare doud dintre
ele sunt echipolente. in adevar, daca MM’ ~ AA' si NN’ ~ Z—A-', atunci,
conform propozitiei 2, rezulta MM’ ~ NN'. Prin urmare, orice doud segmente
din aceastd multime au aceeasi directie, acelasi sens si aceeasi lungime.

| Multimea segmentelor orientate echipolente cu un segment
orientat fixat se numeste vector.

Multimea segmentelor orientate echipolente cu AA’, adicd multimea
{AA", BB', CC',DD' ... } este un vector, care va fi notat AA' (citim

,,vectorul AA' “) sau BB’ sau CC' , ..., adica folosind oricare dintre segmentele
orientate care il definesc. Rezulta:
AA'=BB'=CC'=..={AA', BB, CC',DD’ ..}.

Fiecare dintre segmentele AA', BB', CC’, ... se numeste reprezentant al
vectorului AA' .

Uneori notam vectorii §i cu litere mici. De exemplu, putem scrie AA =
(deci AA" € ii).

Mentiondm cd, in anumite lucrari, in loc de ,,vector” se foloseste denumirea

,vector liber* sau ,,vector alunecator®.
Lungimea unui vector. Numarul real A4’ = BB' = CC' = ..., adicd lungimea

comund tuturor segmentelor orientate care definesc vectorul AA’ se numeste
lungimea vectorului AA’ si se noteaza | AA’|.
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