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CAPITOLUL

Functii. Proprietati generale. Lecturi grafice
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Functii periodice

Operatii cu functii. Compunerea functiilor

Probleme pentru performanta scolara si olimpiade



Tema 1.1

Se numeste functie un triplet de forma (4, B, f), unde 4 si B sunt doud multimi, iar f
un procedeu prin care oricdrui element x € A i se asociazd un singur element y € B, notat
y = f(x); se spune ci f este o functie definiti pe A cu valori in B si se noteazd f: 4 — B.

Multimea A se numeste domeniul de definitie al functiei, iar multimea B se numeste
domeniul valorilor functiei sau codomeniul functiei.
Daci xe A, atunci elementul y= f(x)e B se numeste imaginea lui x prin f sau

valoarea lui fin x.
Vom spune ci doud functii f:4—> B si g:C — D sunt egale (notim f =g) dacd

A=C, B=D si f(x)=g(x) pentruorice x€ 4.

Fie f:4— B o functie si D < A o submultime a lui 4. Functia g:D — B definitd
prin g(x)= f(x), oricare ar fi x e D, se numeste restrictia functiei f la multimea D si
se noteazd g = f|,, .

Fie f:A4— B o functie. Multimea G, = { (x.f(x)|xe A} se numeste graficul lui f.

1. G, c AxB.
(a,b)e G, < f(a)=b.

Fie f:A4— B o functie numericd (adici 4,B — R) si xOy un reper cartezian in plan.
Multimea punctelor M(x,y) din plan cu xe 4 si y= f(x) se numeste reprezentarea

geometricd a graficului functiei f (sau, pe scurt, reprezentarea graficd a functiei f). Daca
A este un interval sau o reuniune de intervale, reprezentarea geometricd a graficului lui f
este o curba numita curba reprezentativd a functiei f.

Curba reprezentativi a unei functii numerice f:A4 —> R intersecteazd axa Ox in

punctele P(a,0),unde o este solutie a ecuatiei f(x) =0, x € 4 (daci ecuatia are solutii).
Dacid 0 € 4, curba reprezentativd a functiei fintersecteazd axa Oy in punctul Q(0, f(0)).

Determinati multimile D c R astfel incit corespondenta x — 3x—2 si defineascd
o functie definitd D cu valori in {1,7,13}.

Determinati multimile D R astfel incit corespondenta x — x*+1 si defineasci
o functie definitd pe D cu valoriin {1,2,3}.

Determinati multimile £ c R astfel incit corespondenta x — 2x-—1 si defineascd
o functie f:{-1,0,1} > E .

Fie multimea 27Z = {2k| k € Z} . Determinati submultimile 4 ale lui 2Z astfel incat

corespondenta x — % sd defineascd o functie f: 4 > Z.
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5. Determinati restrictiile functiei f:R >R, f(x)= {

Se considerd multimile 4 ={1,2,3}si B={-1,0,1}. Determinati a,b € R astfel incat

corespondenta x — ax+b si defineascd o functie f: 4 > B.
Corespondenta 2 s m+n defineste o functie de la Q, la N?
n

. Precizati care dintre urmétoarele diagrame definesc o functie f: 4 — B :

). Determinati numarul functiilor f:{1,2,3} > {0,1,2,3} cu proprietatea f(1)+ f(2)=3.

Gasiti toate functiile f : {1,2,3} — {1,2,3} cuproprietatea f(x) > x pentruorice x € {1,2,3} .

Determinati domeniul maxim de definitie pentru fiecare dintre functiile:
2x+1

W f:DoR, (=22 pcR; b f:D>0Q, f=2 Dez;
x-1 1+(=1)
. _ 1 . . __ 1
9 /DR, f®)=15, DR; d)f.D—)R,f(x)—[x]_\/;,DcR.

Pentru fiecare numir natural m , notdm cu u(m) ultima sa cifrd. Consideram functia
[ N*> N, f(n)=u2").
a) Calculati f(13), f(39) si f(2000).

b) Explicitati legea de corespondenta a functiei f .

Se considers functia R >R, f()=4". > <" Calculati
e considera functia f:R > R, f(x)= 2 —dx+d a3l alculati:
@ f(-3); B £ o f(2-V3); @ £(2+3).

O functie f:RxR —>R are proprietatea f(x,y)=x+f(x-1,x-y), Vx,yeR.
Calculati f(5,2) stiindca f(1,0)=3.

- a) Cate restrictii are o functie f:{-1,0,1} > R ?

b) Cite dintre acestea contin pe 1 in domeniul de definitie?
2x+1,xe@Q

2 la multimile:
x°, xe R\

a) 7, b R\Q; c)Az{\/ﬂneN}.

Aritati ca functiile f:{-1,0,1} >R, f(x)=[3"3i} si g:{-LO,} >R, gx)=x"

sunt egale.



17.Fie functiile f:Z >R, f(k)=k+(-1)* si g:R—>R, g(x)=[x]+coszx. Aritati

ca ngIf-

Determinati graficul fiecérei functii
x,xeQ

a) f:{-1,0,1} >R, f(x)=2x-1; b g:R>R, gx)=1 | .
x°, xeR\Q

ax+1,x<2 .. ..
,unde a,beR. Determinati a,b stiind

Fie functia f:R > R, f(x)z{
x+b,x>2

cd (1,2)e G, 51 3,5 €G,.
Fie multimile 4={0,1,2,3} si B ={a,b,c}. Precizati care dintre urmitoarele submultimi

ale produsului cartezian Ax B reprezintd graficul unei functii f: 4 — B:

@) G, ={(0,a),(1,b),(2,¢),(3,0)} ; b) G, ={(0,a),(1,b),(2,c)};
¢ G; ={(0,a),(1,b),(2,¢),(3,a),(3,b)} ; d) G, ={(0,a),(1,a),(2,b),(3,b)} .
Determinati intersectiile graficelor urmétoarelor functii numerice cu axele de coordonate:
a) f:RoR, f(x)=3x-5; b)f:(O,oo)—)R,f(x)=x—l;
x
1 x+1,x<2
o [R¥>R, f(x)=—; d f:RoR, f(x)= ;
X 2x-5,x>2
2 x—1,-1<x<0
x"—-x,x<1
¢ [ R->R, f(x)= s P fAFL >R, f(x) =11
x—2,x>1 —,0<x<1
x
1
[x]z {X} < 5
Ardtati ca functiile f:R—->R, f(x)= (functia ,,cel mai apropiat

[x]+1, {x}Z—z—

intregdex“)si g:R—> R, g(x)= [x +% sunt egale.

Fie a,beR, a<b sifunctia f:R>R, f(x)= lx - a| + [x —b| . Determinati multimile
D c R astfel incat f l p este functie constant.

2x-1,x<2

2x+3,x>2°

x+1,x<3

si g:Ro>R, gx)=
2x+3,x>3 0 ¢ H) {

Fie functiile /:R—>R, f(x) ={

Determinati cea mai mare multime D — R astfel incat f | D= g| E

Aratati cd multimea G = {(x+1,2x +1)| x € R} este graficul unei functii /:R > R.
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ame P 2x+1, x<1
Determinati punctele de pe graficul functiei f:R >R, f(x)= 3. x>1 care au
x-3,x2
suma dintre abscisa si ordonatd egald cu 1.

x+1,x<2

. Fie functia f:R-> R, f(x) ={ . Determinati numerele reale a,b astfel

2x-1,x>2
incdt a—-b=1si f(a)+ f(b)=1.

28. Se  considerd multimea A={(x,y)erZ|x2—y=9} si finctia f:R—oR,

f(x)=2x-1.Determinai ANG,.

29. Determinati functiile f:R — R cu proprietatea 2 f(x)+3f(1-x)=2x+3, VxeR.

Determinati functiile f/:R — R cu proprietatea f(x+1)<x< f(x)+1, VxeR.

O functie f:N* > R are proprietatea: pentru orice a,be N* cu a+b=2", neN,
rezulta ci f(a)+ f(b) =n*. Calculati £(2012).

. O functie f:N*— R are proprietatea f(m)+ f(n)= f(mn), Vm,ne N*. Dacg, in

plus, f(2)=3 si f(3)=5, calculati f(2592).

Se considerd functiile /:R >R, f(x)=ax’ +bx+c si g:R—>R, g(x)=mx+n,
unde a,b,c,m,neR . Aritatici f =g dacd sinumaidacd a=0, b=m sic=n.

l. Aritati ci nu existd a,b,c € R astfel incét functiile f:R >R, f(x)= ax® +bx+c si

g(x)= |x| si fie egale.

5. Fie functile f:R—>R, f(x)=x"+ax+b si g:R>R, g(x)=x*+cx+d, unde

a,b,c,d sunt numere rationale. Ardtati cd, dacd existi x, e R\Q astfel incat

S (%) =28(xp),atunci f=g.

16. Aratati ca doud functii f,g:4 — B sunt egale daci ¢i numai daca G, =G, .

Aritati ca pentru o functie f:4— Bavem G, =AxB daca si numai dacd multime

A are un singur element.

}8.Fie 4 o multime cu a elemente si B o multime cu b elemente. Ardtati cd numarul

functiilor f: 4 — B este egal cu b .

39.Fie A o multime cu n elemente si B o multime cu doud elemente. Cate perechi de

functii (f,g) au proprietatea G, VG, = AxB?



Testul 1

(1p) 1. Determinati numarul functiilor f:{1,2,3} —> {1,2,3,4,5} care au proprietatea
SO+ f(2)=4.
ax+2, x<l1

(2p) 2.a)Fiefunctia f:R >R, f(x) ={ ,unde a,b € R. Determinati a si b
x+b, x>1
stiind ca (-1,1) e G, si (1,L3)eG,.
b) Determinati functia f al cirei grafic este multimea
G={(1,0),(2,1),(3,0),(4,3),(5,2)} .

(4p) 3.Fie functia /:R >R, f(x)={ vis BE0
2x+1, x>0
a) Calculati f(f(-D))+ f(f(Q)). b) Aritati cd f este monotona.
¢) Determinati functia fo f. d) Determinati Im f .

(2p) 4. a) Gasiti numerele reale a,b pentru care functia f:R >R, f(x)=ax’+blx|
este impar4.

b) Aratati cd functia g:R > R, g(x)= {%} + {g} este periodica.
NOTA. Timp de lucru 50 minute. Se acordi 1 punct din oficiu.

Testul 2
(1p) 1. Determinati numérul functiilor f:{1,2,3} — {1,2,3,4,5} care au proprietatea
O+ f)=5.
(2p) 2. ) Fie functia /:R >R, f(x)z{ax”’ ¥<2 | nde abeR.
2x+b, x>2
Determinati a si b stiind ¢ (2,3) e G, si (3,2) e G, .

b) Determinati functia fal carei grafic este multimea
G={(1,0),(2,1),(3,0),(4,1), (5 0); .

2x+3, x<0
(4p) 3.Fie functia /R >R, f()=14 " 7>
5, x=20
a) Calculati f(f(-1)+ f£(f(Q)). b) Aritati cd f este monotona.
¢) Determinati functia fo f. d) Determinati Im f .

(2p) 4. a) Gasiti numerele reale a,b pentru care functia f:R >R, f(x)=ax’+blx|
este para.

b) Aratati ca functia g:R >R, g(x)= {g} + {?} este periodica.

NOTA. Timp de lucru 50 minute. Se acordi 1 punct din oficiu.
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Algebra
2xr—Tx+5<0

x2+3x+5>0

Rezolvati sistemul de inecuatii: {
Determinati parametrul real m astfel incit intre radacinile x; si x, ale ecuatiei
x* +mx+2m+8=0 si existe relatia x, = 2x, .
Fie ecuatia(2—m)x?>—2mx+m?-3m=0, cu radicinile x;, x,. Determinati
numerele reale m pentru care x;,x, >2.
Determinati functia f:R — R, f(x)=x>+(3a—1)x—2b,unde a,b R, stiind ci
f este strict descrescitoare pe (—0,5], strict crescitoare pe [5,0), iar
Im f =[-9,0).
Fie a,b,c € R*. Demonstrati ci daci ecuatiile x* +ax+bc=0 si x* +bx+ca=0
au o ridicini comund, atunci radicinile necomune verifics ecuatia x* +cx+ab=0.

Geometrie si trigonometrie

l1—-cos2x+sin2x _
1+cos2x+sin2x
Aritati cd laturile a, b, c ale triunghiului ABC sunt in progresie aritmeticd daca si

tgx.

Demonstrati identitatea

numai dacd numerele ctgg, ctgg, ctg% sunt in progresie aritmetica.

Algebra
3x*=10x+3<0
—x? +7x—13<0.

Determinati parametrul real m astfel incat intre radacinile x4 si x, ale ecuatiei

Rezolvati sistemul de inecuatii: {

(m+1)x* +2mx+5=0 si existe relatia x, —x, =2.

Fie ecuatia mx?+(2m—-1)x+m+1=0, cu ridicinile x;, x,. Determinati numerele
reale m pentru care x,,x, <-3.

Determinati numerele reale m=1 pentru care functia f:R->R,
f(x)=(m—1)x* +2mx +1 este strict descrescitoare pe intervalul (3,c0).

Fie multimile Az{xeR | x* +ax+b =O} si B={xeR | x* —bx+a=0} .

Determinati numerele reale a si b astfel incdt AUB={-1,1,2,3}.

MATEMATICA Clasa a IX-a

111



CAPITOLUL 1. Functii. Lectur

Functii. Proprietati generale. Lecturi grafice

1.@#Dc{1,3,5). if@;ch{o,il,i\/Z}. 3.Ec{-3,-11}. 4 @#Ac6Z. 5Daci a>0,

atunci (1)< £(2)< f(3), deci f()=-1, f(2)=0, f(3)=1; obtinem a=1 si b=-2. La fel,
dacd a<0, atunci f(1)> f(2)> f(3), deci f(H)=1, f(2)=0, f(3)=-1, de unde a=-1 si
b=2. in cazul a=0 obtinem be{-1,0,1}. 6.Corespondenta nu defineste o functie, intrucat

%—) 3, %—) 6 si -;-::21- 7.Diagramele a) si ¢) definesc functii f: 4 — B . ©.Din ipoteza rezultd ca

(), £(2) €{(0,3),(3,0),(1,2),(2,10)} . Cum f(3) €{0,1,2,3} , deduce cd 16 functii au proprietatea

din enunt. 2. f(3)23= f(3)=3 si f(2)22= f(2)e{2,3}. Cum f(1)e{l,2,3}, rezultd cid 6

functii au proprietatea din enunt. 10aq) R\{1}; b) 2Z ; ¢) R\Z; d) R\{0,1}. 1%a) f(13)=2;
6,n=4k (k=0)

] s |2,n=4k+1 07 S,
f(39)=8; f(2000)=6; b) f(n)= 2 gl s , unde keN. 12q) f[ 3) 3,b) fH=0;
8, n=4k+3
o fQ-B3)==3;d) fQ+3)=2. 13. f(52)=5+f(43), f(43)=4+f(]), fGD=3+7(22).
f(2,2)=2+f(1,00=5 = f(52)=17. 14¢) 2°-1=7; b 4. 150 fl,(0)=2x+1;
B flae®=¥; o ./‘IANZ):{M“’ "EMunde M={k|keN}. 16. f(-1)=g(-1)=—1,
n, neN\M

f(0)=g(0)=0, fH=gW)=1=f=¢g.
17. g(k)y=k+coshkx =k +(-1) =fik), VkeZ =g|,=f. 18@) G, ={(-1,-3),(0,~1),(1,1)} ;

b) G, ={(x,x)|xeQ}uU {(x,x*)|xeR\Q}. 19.(1,2)eG, si (3,5eCG, & f(D=2 si
fB)=5<a+1=2 si 3+b=5 <a=1 si b=2. 20.Fiecare dintre multimile G, si G,
reprezintd graficul unei functii f:4— B. 21a) Graficul lui f intersecteazd axa Ox in punctul

[—%,O] si axa Oy in punctual (0.—5). b) Graficul lui f intersecteazd Ox 1n punctul (1,0) si nu
intersecteazd Oy . ¢) Graficul functiei nu intersecteazd axele de coordinate. d) Rezolvand ecuatia
f(x)=0,xeR, obtinem xe {4,%} , deci G, NOx= {(—1,0),(—2—,0)} ; G, N Oy ={(0,1)}.

e) G, NOx={(0,0),(1,0),(2,0)} ; graficul lui f intersecteazd Oy in punctul (0,0).f) G, N"Ox=9D
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si G, nOy={(0,~-1)}. 22. g(x)=[[x]+{x}+ +%:f:[x]+|:{x}+%:f. Daca Os{x}<%, atunci

1 . S ;
[{x} +5} =0, deci g(x)=[x].In cazul %g {x} <1 avem [{x} +%} =1, deci g(x)=[x]+1. Asadar,

f=g. 23.@2Dclab]. 24.D={2}UB,x). 25. f:R> R, f(x)=2x-1. 26.Rezolvand
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