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1. SIRURI DE NUMERE REALE

1.1. Dreapta reald

Definitie:| Se numeste axa numerelor (axa de coordonate) o
dreapta pe care sunt fixate: un punct O (origine), un
segment OE (de lungime unitate) si un sens
pozitiv (de la O spre E).

EC1) 00 EM)

Y

Intre multimea numerelor reale R si axa numerelor se poate
stabili o corespondenta biunivoca astfel:
- numarului 0 7i corespunde punctul O;
- numarului pozitiv a ii corespunde punctul de pe semi-
dreapta OE situat la distanta a de O;
- numarului negativ b 1i corespunde punctul de pe semi-
dreapta OF' situat la distanta -b de O.

Punctul P(x) asociat numarului real x se numeste imaginea
lui x, iar numarul x se numeste abscisa punctului P(x).
Observatii:

1. Dintre doua puncte de pe axa numerelor,
abscisa celui din dreapta este mai mare decét abscisa
celuilalt punct.
] ) ) X, Xx20
2. Distanta dintre P(x) si O este:d(P(x),O)=b<&{ .
-X, Xx<0
3. Distanta dintre punctele P(x) si P(y) este d(P(x), P(y))=Ix-y!

Teorema|(Proprietatiile modulului): Pentru orice x,yeR:
1. XI=0&x=0;

2. IXI>0=x£0;

3. I=xl=Ix;

4. Ixyl=Ixl-lyl;

X|_ IxI .
y - ‘yl E] y;tor

6. Ix=y, y>0=xe{-y, ¥};




Memorator de analiza matematica si trigonometrie

Definitie:

7. XISy, y>0 <& -y<x<y;
8. -IxI<x<Ix;

9. IX+yl<Ixl+lyl;

10. lIx-lylI<Ix-yl.

Notdm R=Ru{—e,}; R se numeste dreaptd reald
incheiatd.

= Pentru Vxe R consideram:
» —o0 < X < 095
»X +o00=0c0+ X =o0

= Nu se definesc si nu au
sens:

> 00 = 00

» X -0 ==00+4 X = -0 > -c0 + oo}
>x.m:w.x:f oo, X>0 fO-(ioo);
—oo, Xx<0 > (2oo) - 0;
X X
}—:—:O > iw’
oo —c0 ioo
» 00 4 00 = 00
» =00 = 0O = =00 . 0
- s B o=y
> 00 « 00 = 09; 0

» -00 - 00 = =09

’

() - (ro) = e

1.2 Mérginire. Marginile unei multimi.

1.2.1. Ordonarea numerelor reale

Teorema

(Proprietétiile relatiei de ordine pe R): V a,b,c,deR:
1.a<a

2. a<b sau b < a (relatia de ordine pe R este totala)
3.a<bsib<a=a=b

4. a<bsib<c=ac<c

5,a<b=a+c<b+c
6.a>0sib>0=a-b>0
7.a20sib<0=a-b<0
8.a<0sib<0=a-b=0
9.a<b,c<d=a+c<b+d
10.a<b,c20=a-c<b-c
11.a<b,c<0=a-c=b-c
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Definitie:| Fie A # &, A c R.

12.0<asb:>121.
a b

Un numdr real m se numeste minorant pentru A,
dacd m este mai mic sau egal decat orice numar din
A (m <x, VxeA).

Un numdr real M se numeste majorant pentru A,
dacd M este mai mare sau egal decat orice numar
din A M =x, VxeA).

A se numeste mdrginitd superior (majoratd) daca
admite majorant.

A se numeste mdrginitd inferior (minoratd) daca
admite minorant.

A se numeste mdrginitd daca este marginita supe-
rior si inferior.

O multime nevidd care nu este marginitd se
numeste nemarginita.

Observatie: O multime este nemarginita daca nu este

Exemple.

Teoremd:|Fie ACc R, A+ &.

Definitie:

marginita superior sau nu este marginita inferior.
:1. A ={1,2,3} este marginitd (31eR a.i. 1 <x, VxeA
si 33eR ali. 3> x, VxeA).
2. (-0,0] nu este marginita (30 R a.i. 0 = x, Vxe (-°,0],
dar YmeR, 3xe(-~,0] a.l. x < m - multimea este
marginita superior, dar nu este marginitd inferior).

1. Sunt echivalente afirmatiile:
i) multimea A este marginita;
ii) 3a, beR af. asx<b, VxeA;
i) IMe R, a.i. X< M, ¥xeA.
2. Multimea nevidd A este nemarginitd dacd si
numai daca
VYMeR., IxyeA cu [xy[>M -

Fie ACc R, A+ &.
Numérul meR se numeste minimul multimii A si se
noteaza min A daca m este minorant pentru A simeA.
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Numarul MeR se numeste maximul mulfimii A si se
noteaza max A daca M este majorant pentru A siMe A.
Observatie: Minimul (maximul), daca exista, este unic.
Definitie: |Fie ACR, A+Q.
Se numeste infimum (margine inferioard) pentru
multimea A (si se noteaza inf A) cel mai mare mino-
rant (daca exista) al mulfimii A.
Se numeste supremum (margine superioard) pentru
multimea A (notat supA) cel mai mic majorant (daca
exista) al multimii A.
Obervatii: 1. Daca 3 inf A si inf Ac A, atunci infA = minA.

2. Daca 3 supA si supAeA, atunci sup A = maxA.
Axioma lui Cantor:|Orice multime de numere reale, nevida,
mdrginita superior admite supremum.

Teorema:|Orice multime nevida de numere reale, marginita
inferior admite infimum.

Consecinté:|Ac R, A#J si A marginita = 3 inf A si sup A. |

Teorema lui Arhimede:|va,fe R, B>0, Ine N astfel incat o<n-p.

Propozitie:|Pentru orice xeR existd un unic numar intreg p
astfel Tncat p<x<p+1; p se numeste partea
intreagd a lui x si se noteaza p=[x].

Teoremd|(de densitate a lui Q in R): Va,be R cu a<b, 3ge Q
astfel incat a<q< b.

1.2.2. Vecinatati

Definitie:|Se numeste vecindtate a numarului real a multimea
de numere reale V care contine un interval deschis
centrat in a.

(V este vecinatatea luia < 3r >0 a.l. (a-r,a+r)cV)

Notam cu V(x) multimea vecinatatilor numarului x.
Observatie: Intervalele siometrice (bilele) de centru a si raza r,
notate B(a,r)=(a-r,a+r), sunt vecinatati ale punctului a.
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Consecintd:[O multime V nu este vecinatate a punctului a
daca vr>0,B(a, r) ¢ V.

Propozitie:|Intervalele deschise (a, b) sunt vecinatati pentru
orice punct al lor.

Observatii: 1. Yx,yeR, xzy, IVyeV(x), VyeWy) ai. VynVy =2
(doua puncte diferite au doua vecinatati disjuncte).
2. AV = {x}. (intersectia tuturor vecinatatilor unui
Veri) punct este chiar punctul).
Observatie: Se pot defini vecinatatile lui —- sau oo astfel: se
numeste vecinatate a Iui « (respectiv -e) orice
multime VcR care contine un interval de forma
(b,e] (respectiv de forma [-e=,b)), unde beR.

Definitie:| Fie AcR. Un element xe R se numeste punct de
acumulare pentru multimea A dacd in orice
vecindtate a lui x exista cel putin un punct din
A-{x}.xe R punct de acumulare pentru
AsVVeV(x), VN (A -{x}) = D.).

Un element xe A care nu este punct de acumulare
pentru A se numeste punct izolat al lui A.

Observatie: Notam A’ multimea punctelor de acumulare ale lui A.

1.3 Notiunea de sir
1.3.1. Modalititile de a defini un sir

Definitie:|Se numeste sir de numere reale (sir numeric, sir
real) o functie reala definitd pe N sau N (u: N—>R
sau u: N'>R).

Imaginea lui n prin functia u se noteaza cu up Si se
numeste termenul de rang n.

Observatii: 1. Indicele n din u, aratd pozitia (sau rangul) ter-
menului in sir.
2. Sirul se noteazé (Up)nen, (Un)n SaU (Up).
Observatie: Daca | c N, linfinita si ky<ko<... <kp<... elementele
lui 1, atunci functia u: =R este un sir de numere
reale, u(kp)=nkn.
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Sirurile pot fi definite prin:
1. Formula termenului general:

Exemplu: (u,)

1 .
nenvUn = T Putem calcula termenii

1

—.n3
17

sirului: ug :1,u1:%,u2=l Ug=—,Uy=

5% 10
2. Q relatie de recurenta:
Exemplu: (Un)new, Uo=3, Uns1=(-2)-Un
Atunci: uy=(-2)-3, u,=(-2)2 3 us=(-2)3.3,...
3. Cu ajutorul primilor termeni
Exemplu: 2, 3, 5, 7, 11, 13 ... este sirul numerelor prime.

1.3.2. Monotonia girurilor

Deﬁnitie:[Un Sir (Up)ne v S€ NUMeste constant daca up.1=Up, YneN. |

Definitie:|Sirul (up)ne N S€ NUMeste crescator daca up,.1=u,, YneN.
Sirul (up)ne y S€ NUMeste descrescdtor daca up.,.1<up,
VneN.

Sirul (up)peny S€ numeste monoton daca este
crescator sau descrescator.

Un sir monoton (crescdtor sau descrescator) in care
oricare doi termeni consecutivi sunt diferiti se
numeste strict monoton (respectiv, strict crescétor,
strict descrescator).

Observatie: 1. (up)nen €Ste strict crescator (respectiv, strict
descrescator) < up,1>Un,, VYneN (respectiv,
Un,1<Up, VNEN).
2. Pentru a studia monotonia unui sir putem
folosi urmatoarele metode:
a) Studiem semnul diferentei a doi termeni

consecutivi:

- dacd up,1 - Up 20, YneN atunci up, este
crescator;

- daca up,1 - U, <0, VneN, atunci u,, este
descrescdtor.
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b) Daci u,>0, VneN, putem studia raportul a
doi termeni consecutivi:

- daca up>0 si Uni1 > 1{vne N, atunci (un)
un
este descrescator;

- daca up>0 si Un+1 <4 vne N, atunci (up)
U,

este descrescétor.
3. Exista siruri care nu sunt monotone, de exem-
plu, (Un)nen CU (Un)=(-1)".
Un sir nu este monoton daca exista ni, ny,
nze N, ny<ny<ng, astfel incat:
Ay, <@y, Sian,>an, (sauan>an, sian,<an,) _

1.3.3. Periodicitate

Definitie:|Un sir (up)nen s€ numeste periodic daca si numai
daca EIpeN astfel incat up,p=Un, YNEN.

Cel mai mic numdr natural nenul p cu aceastad
proprietate se numeste perioada sirului (Un)nen-

Observatie: Un sir periodic neconstant nu este monoton.
1.3.4. Mérginire

Definitie:|[Un sir (Up)ney S€ numeste majorat (mdrginit
superior) dacd Jae R astfel incat u,<a, VneN.
Un sir (up)nery S€ Numeste minorat (mérginit inferior)
dacd dbe R astfel incat u,>b, vneN.
Un sir (Up)neny S€ numeste mdrginit dacd este
minorat si majorat.
Sirurile care nu sunt marginite se numesc nemarginite.
Observatii:1. Un sir (Up)nen €Ste marginit daca IMeR, M>0 a.i.
lupl< M,¥neN.
2. Orice sir crescator are ca minorant primul sau
termen.
3. Orice sir descrescator are ca majorant primul sau
termen.
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Definitie:

Exemplu:

Fie sirurile (an)nen Si (bn)nen cu proprietatea cé
IngeN astfel incat a,<b,, VneN, n=ng. In aceste
conditii, spunem ca sirul (a,)ne €Ste majorat de sirul
(bn)nens far sirul (bp)nen €ste minorat de sirul (ap)ne -

(an)neN*’an = 21

L

1 .
e neN*’b” =2 ap<b,, VneN ,n>1.

1.4. Limita unui sir. Siruri convergente

1.4.1. Siruri cu limita infinitd

Definitie:

Fie (an)nen Un sir. Spunem ca sirul (ap)ney tinde la o«
(are limita =) pentru n—e si scriem an—e°, sau

lim a,, =<0, daca este adevdrata oricare din
n—eo

urmatoarele propozitii:

1. orice vecinatate a lui « contine toti termenii sirului
cu exceptia (eventual) unui numar finit dintre ei;

2. YVeV(e), AnyeN astfel incat Yne N,n>ny=a,eV;

3. VMeR, InyeN astfel incat Vne N,n>ny=a,>M.

Exemple:1.

. n

lim —=o
N—oo 2

2. Imn?=w
n—eo

Definitie:

Fie (an)nen un sir. Spunem ca sirul (an)ney tinde Ia -
(are limita -e0) si scriem an—e, nN— Ssau

lim a, = —=, daca este adevarata oricare din
N—oo

urmatoarele propozitii:

1. orice vecindtate a lui -e> contine toti termenii siru-
lui exceptand eventual unui numar finit dintre ei;

2. VVeV(-e0), InyeN astfel incat Vne N,n>ny=a,eV;

3. VMeR, 3nyeN astfel incat Vne N,n>ny= ap<M.

Exemple:

1. lim(=n) = —eo ; 2. lim (-n® +2) = —o.
N—co N—>o0
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Propozitie:|Sirul (a,)nen tinde la - daca si numai daca sirul

(_an)ngN tinde la -c.

Observatie: Sirurile cu limita - sau -. nu sunt marginite supe-

rior (respectiv marginite inferior).

Sirurile care au limita «, -.o sau care nu au limitd se numesc
siruri divergente.

Teoremd

Observatie: Un sir cu limita « nu este neaparat crescator. De

Teoremd

(criteriul minordarii Ia e): Daca sirul (an)nen €Ste
minorat prin sirul (U,)nen care tinde la o, atunci $/ru{
(an)nen tinde la «.Adicd, 3n1eN a.i. ¥nzny, up<a, si

imu,=e= lima,=c.
n—oo N—oo

exemplu, (a,), a,=n+(-1)" ag=1, a1=0, a=3, az=2, ...

(criteriul majordrii la -e<): Daca sirul (an)ney este
majorat prin sirul (Up)nen care tinde la -, atunci ;s/ru{
(an)nen tinde la -. Adica, 3n1eN a.i. Vnznq, up>a, si

im u, = - = lim a, = —oco.
N—oo N—oo

Observatie: Un sir cu limita - nu este neaparat descrescator.
Exemple: 1. sirul (Up)nen, Up=a-n, az0.

- daca a>0, atunci (u;) este strict crescator si

lim up, =oo;

N—c . .
- daca a<0, atunci (u,) este strict descrescator si

lim u, = —oo.
N—o0

2. sirul (@Mnen, a>1

lim an = 4o
nN—eo

3. sirul (n),y » keN, k=2
lim ¥ = e

N—oco



