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Capitolul 1

Multimi. Partitii ale unei

multimi

Existd doud moduri de determinare a unei multimi:

a) enumerand elementele ;

b) specificand o proprietate pe care o au elementele sale si nu le au alte
elemente.

Multimea care nu are niciun element se numeste multimea vida si se no-
teazd cu (.

O multime care are un numdr finit de elemente se spune ca este finita. In
caz contrar, spunem ca multimea este infinita.

Definitie. Se spune cid multimea A este egala cu multimea B daci orice element
al multimii A apartine multimii B si reciproc.

Proprietitile relatiei de egalitate intre multimi

1) Reflexivitatea: A = A oricare ar fi multimea A.

2) Simetria: Dacd A = B atunci si B = A oricare ar fi multimile A si B.

3) Tranzitivitatea: Dacd A = B si B = C, atunci A = C oricare ar fi
multimile A, B, C.

Definitie. Multimea A este inclusa in multimea B dacd orice element al multimii
A este si element al multimii B.

Se noteazd A C B sau B D A. Dacd A nu este inclusa in B se noteaza
A¢ B.

Proprietatile relatiei de incluziune

1) Reflexivitatea: A C A pentru orice multime A.

2) Antisimetria: A C Bsi B C A = A = B oricare ar fi multimile A si B.
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3) Tranzitivitatea: A € Bsi B ¢ C = A C C oricare ar fi multimile
A, B,C.

4) Multimea vida este inclusd in orice multime.

Operatii cu multimi

Intersectia

ANB={z|x€ Asiz € B}.

Reuniunea AUB = {2 |z € Asauz € B}.

Diferenta A\ B = {z |z € Asixz ¢ B}.

Definitie. Fie A si B doud multimi. Multimea A x B = {(a, b) |a € Asib e
B} se numeste produsul cartezian al multimilor A si B.

Proprietati:

1) card(A U B) = card(A) + card(B) — card(A N B).

2) card(AUBUC) = card(A) + card(B) + card(C) — card(ANB) — card(BN
C) —card(CNA) +card(ANBNC).

3) card(A \ B) = card(A) — card(A N B).

4) card(A x B) = card(A) - card(B).

Definitie. Fie multimea E si A C E. Multimea Cp A= {z |z € Esiz ¢ A}

se numeste complementara multimii A in raport cu multimea E.

Proprietiti:
1) AuCgA=L.
2)ANCgA=0.

3) Cp(CpA) = A.

4)Cp(ANB)=CgAUCEB.

5) CE,(A U B) =CgANCEgB.

Definitie. Fie A si B doud multimi. Multimea AAB = (A\ B)U (B \ A) se

numeste diferenta simetricd a multimilor A si B.

Proprietati:
1) AAB=(AUB)\ (AN B).
2) AAA = 0.

Reuniunea, intersectia si diferenta simetrica sunt comutative:
AUB=BUA, AnB=BnNA, AAB = BAA.

Reuniunea, intersectia si diferenta simetricd sunt asociative:

(AUB)UC = AU(BUC), (ANB)NC = AN(BNC), (AAB)AC = AA(BAC).
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Intersectia este distributiva fata de reuniune:
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC).

Reuniunea este distributiva fatd de intersectie:
AUu(BNC)=(AUB)N(AUC).

Intersectia este distributiva fata de diferenta simetrica:
AN (BAC)=(ANB)A(ANC).

Probleme rezolvate
1. Se considerd multimea A = {23 +y3 | x, y € N*, z # y}.

a) Verificati daci 28%8 € A i 17921792 € A.

b) Demonstrati ci A contine o infinitate de elemente de forma n™, unde n € N*.
Etapa locald, Arges, 2019

Solutie. a) 2828 = 282827 = (274 1) - (28°)% = (3-28%)3 4 (28%)3, de
unde rezulta ca 28% ¢ A.

17921792 = 1792 - 1792171 = (123 + 43) . (1792597)3 = (12 1792%97)3 + (4 -
1792597)3, de unde rezulta ca 17921792 € A.

b) Alegand n = (3A:)3 + 1, unde k € N, avem ca:
n" = [(3]@3 e 1][(3k)3+1] — [(3k)d + l} ) [(3]@')3 + 1]27lc37

de unde obtinem ci n” = {3k[(3k)? + 1)°%°}3 + {[(3k)? + 1]°%"}3,

Cum k € N a fost ales arbitrar, deducem ca existd o infinitate de elemente
de forma n" in multimea A.

2. Se considerid multimile My, = {1}, My = {1, 3}, M3 = {1, 3, 6}, My =
{1.3.6, 10}, ...

a) Ardtati cd existd k si p numere naturale astfel incit 2080 € My, \ M.
b) Existd t numdr natural astfel incat 2005 € M;?
¢) Determinati numdrul elementelor din Maoos care se impart exact la 5.

Daniela si Nicolae Stanicd, Etapa locala, Braila, 2019
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Solutie. Observam ca Mn:{ o 23,.--eu;iﬂ}-

4 |4 4 .05
B 60}. Cum % _ 3965 = 2080,

a) Avem ca Mgy \ Mgz =
deducem ca 2080 € Mgy \ Megs.

62 - 63 63 - 64
b) = 1953 si —= = 2016, iar 1953 < 2005 < 2016. Prin urmare,
nu existd t numar natural astfel incat 2005 € M.
1-2 2-3 2005 - 2006
Q) Moyos = {T’ 5 %}, iar numerele din multimea

5k — 1)bk S5k(5k + 1
(5k —1)5 sau ]<J(5~ +1)

M5 care se impart exact la 5 sunt de forma

.. 4-55-6 9-10 10-11 2004 - 2005 2005 - 2006 __ .
adica: — g S ey 5 , 5 . Prin urmare,
multimea Myyos are 802 elemente care se impart exact la 5.
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3. Se considerd multimile A={z eN|z=a+b0<a<b<5}si
B={reN|z=504030201, unde o inlocuieste unul dintre semnele +
sau —}.

a) Aflati cite elemente are multimea A.

b) Determinati elementele multimii AN B.
Etapa locald, Buzdu, 2019

Solutie. a) Avem:
(a,b) € {(0,1), (0,2), ..., (0,5),(1,2), ..., (1,5),..., (4 5)}

Atunci A = {1, 2, ..., 9}, ceea ce inseamnd cd multimea A are 9 elemente.

b) Efectudnd adundri si/sau scdderiintre 5, 4, 3, 2, 1 vom obtine un numar

impar deci putem obtine minim 1 si maxim 5 +4 +3+ 2+ 1 = 15.

Pentru ca multimea A contine elemente mai mici decat 10, multimea AN B
va contine doar numerele impare 1, 3, 5, 7, 9 (doar dacd aceste numere se

pot scrie ca sume sau ca diferente in B).

Avem1=5-4+3-2-1,3=5-44+3-2+1,5=5—-4+3+2-1,
7T=5+4-3+2-1s19=54+4+3-2-1.

In concluzie, AN B = {1, 3,5, 7, 9}.
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4. Fie multimea A = {2k + 1

ke{0,1,2,3, ...,168}}.

a) Calculati suma elementelor multimii A.

b) Existd 13 submultimi ale multimii A, disjuncte doud cdte doud, astfel incat fi-
ecare submultime sd contind 13 elemente si suma unor elemente din submultime

sil fie egald cu suma celorlalte elemente din submultime?
Solutie. a) Suma elementelor multimii A este:

S=20+14+2+3+---+168) + 169 = 169°.

b) Presupunem cd existd o astfel de partitie a multimii A. Atunci suma
elementelor din fiecare submultime ar fi un numar par. De aici deducem
cd suma elementelor multimii A este un numadr par, ceea ce contrazice
faptul cd S = 169? este numar impar. Prin urmare, nu exista o astfel de
partitie.

5. Si se demonstreze cit multimile A = {n? |n € N}si B = {5n+2| n € N}

sunt disjuncte.

Solutie. Dacd a este un element din multimea A, atunci ultima cifra a
numadrului a este U(a) € {0. 1,4, 5, 6, 9}. Daca b este un element din
multimea B, atunci U(b) € {2, 7}. Asadar, A N B = (), adicd multimile A

si B sunt disjuncte.
6. Se considerd multimea A = {7, 36, 65, 94, ..., 2008}.

a) Aflati card(A).

b) Calculati suma elementelor multimii A.

Solutie. a) Avem 7 =7+29-0,36 =7+29-1,65=7+29-2,...,
2008 = 7+ 29 - 69. Atunci card(A) = 70.

b) Suma elementelor din A este:
S=7-7T0+29(1+2+3+---+69) = 70525.

7. Fie multimea A = {4z + 5y | z, y € N}.

a) Sase arate cd 2008 € A.

b) Sii searate cd 16n + 10m + 47 € A, oricare ar fim, n € N,
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Solutie. a) Avem cd 2008 = 4-2+5-400si2 € N, 400 € N. De aici rezulta
cd 2008 € A.

b) 16m + 10m + 47 = 4(4n + 3) +5(2m + 7). Din m, n € N deducem cd
4n +3,2m + 7 € N. Asadar, 16n + 10m + 47 € A, oricare ar fim, n € N.

8. Intr-o scoald sunt 824 elevi. Fiecare elev studiazd cel putin o limbd strdind:
englezd, francezii sau germand. Toti, in afard de 92 de elevi studiazil engleza;
18 studiazd si engleza si franceza, dar nu si germana; 16 studiazd si germana si
franceza, dar nu si engleza; 32 studiazd numai germana. Numdrul elevilor care
studiazd si engleza si germana, dar nit si franceza, este de trei ori mai mare dect
numdrul celor care studiazd toate cele trei limbi. Numdrul celor care studiazi
numai franceza este egal cu numdrul celor care studiazi engleza si germana.

a) Cati elevi studiazd toate cele trei limbi? (realizati diagrama)

b) Cati elevi studiazid numai limba englezi?
Etapa locald, Covasna, 2019

Solutie. Notdm cu n numdrul elevilor care studiaza toate cele trei limbi
straine. In diagrama de mai jos, notam cu FE, F' si G multimile de elevi

care Invatd engleza, franceza, respectiv germana.

E F

Conform enuntului problemei, avem:
GNF)\E| =16, (ENF)\G| =18, |G\ (EUF)| =32,
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(ENG)\F|=3-[EAFNG|, |[F\(EUG)| =|ENG| =n+3n = 4n.

a) Avem |(FUG)\E| = 92. Atunci, conform diagramei, avem 48+4-4n = 92,

de unde obtinem ca n = 11.

b) |[E|=824-92—-18 -3-11 — 11 = 670.

9. Se dii multimea M = {1, 6, 11, 16, 21, 26, ..., 2001} si S o submultime
arbitrard a lui M astfel incat S are 203 elemente.

a) Sii se arate ci suma elementelor lui S nu este pitrat perfect.

b) Sit se arate cd existd in S doud elemente a ciror sumd este egalid cu 2012.
Etapa locald, Hunedoara, 2019

Solutie. a) Elementele multimii M sunt de forma 5k 4 1, unde k£ €
{0, 1,2, ... ,400].

Deoarece S C M, deducem ci elementele din S sunt de forma 5k + 1. Pe
de altd parte, |S| = 203. Atunci suma celor 203 elemente din multimea
S va fi de forma 5t + 203. Cum u(5t + 203) € {3, 8}, deducem ca suma
elementelor lui S nu este pdtrat perfect.

b) Vom imparti multimea M in 202 submultimi astfel: M; = {1}, My =
(6}, My = {1006}, My = {11,2001}, M5 = {16. 1996}, ..., My =
{1001, 1011}. Observam cd multimile My, Ms, ..., My sunt formate
din cdte doud elemente a caror suma este egald cu 2012.

Consideram multimea S formata din 1, 6, 1006 si cate un element din
submultimile My, Ms, ..., Mags. Astfel, in multimea S avem deocamdata
202 elemente. Cum |S| = 203, atunci vom fi nevoiti sa mai punem un ele-
mentin S, iar acest element trebuie sa fie ales din una dintre submultimile
My, Ms, ..., Msgo. Acest lucru inseamnd cd in S vor fi doud elemente lu-
ate din una dintre submultimile My, M5, ..., Mg, iar cele doud elemente

vor avea suma egald cu 2012.

10. O multime M de numere intregi are proprietdtile:
(1) 1 este element al [ui M;

11) dacd x si y sunt elemente ale lui M, atunci 2x + 3y este element al lui M;
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(1ii) dacd x, y sunt numere intregi si 4x — 3y este element al lui M, atunci x - y
este element al lui M.

Ardtati ca multimea M contine numerele 2, 3, 4, 5 si 2019.
Etapa judeteana, 2019

Solufie. 1€ M = 2-1+4+3-1¢€ M,adici5e M.

5=4-2-3-1e M = 2-1¢€ M, adicd2 e M.

2=4-2-3-2¢e M = 2-2¢€ M,adicide M.

4=4-1-3-0€ M = 1-0¢€ M, adica 0 € M. De aici obtinem c
3=2-0+3-1€ M.

Sa ardtdm acum c& 2019 € M. Cum 2019 =2 -0 + 3 - 673, este suficient si

aratam cd 673 € M. Avem 673 = 2-2 + 3- 223, ceea ce inseamnd c4 trebuie
sa demonstram cd 223 € M.

Pe de altd parte, 223 =2-2+3-73. Cum 73 = 2 - 2 + 3 - 23, atunci este
suficient sd demonstrdm cd 23 € M. Stimca 4 € M si5 € M. Atunci
2:4+3-5€ M,adicd23 € M.

11. Spunem cid o multime de numere A are proprietatea p daci elementele sale pot
fi impdrtite in doud grupe, fiecare cu cel putin trei elemente, astfel incat, in fiecare
grupd, un element este egal cu produsul celorlalte.

a) Stiind cd multimea A = {a, 4, 8, 27, 64, 81, 2187} are proprietatea p, aflati
numdrul natural a.

b) Daci o multime M are proprietatea p, ardtati cd produsul elementelor multimii
M este patrat perfect.

Ovidiu Trofin, Etapa locald, Bacdu, 2017

Solutfie. a) Avemcad =2?,8 =23 27 = 33,64 = 26,81 = 345 2187 = 37.
Atunci in multimea 4 putem s impartim elementele in doud grupe: o
grupa care sd contind puteri ale lui 2, a doua grupa sa contind puteri ale
lui 3.

Observam ca 3% - 31 = 37, dar 22 - 23 + 25, Deducem astfel ci a trebuie s&

fie o putere a lui 2. Putem sd avem a = 2 sau a = 2!1.
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b) Fie M = {a1, a2, ..., an—1, Qn, b1, b2, ..., bn—1, A}, cua, = a1 -az-

...'anflsibm:bl'bz'.."bm_l.

Multimea M are proprietatea p si avem:
(a1 ap- .. anoy-an)-(by-by-... byt -by) = a2 b2 = (anbm)?
care este pdtrat perfect.
12. Se considerd multimea A = {2% - 3Y - 7% | z, y, = € N}.

a) Ardtati ci 2016 € A.

b) Demonstrati ci produsul oricaror doud elemente din A apartine multimii A.
c) Daci B = {2* - 3Y | z,y € {1, 2, 3} } este o submultime a multimii A,
atunci demonstrati ci cele 9 elemente distincte din B pot fi asezate intr-o tabld

patratid 3 x 3 astfel incit produsul elementelor de pe fiecare linie (orizontald) si
coloand (verticald) sd fie acelasi.

Lucian Petrescu

Solutie. a) 2016 =2°-3%.7! € A.

b) Fieaq =2%-3Y.7%,b=2".3".77 € A,unde z,y, z, m, n, p € N. Deoarece
z+m,y+n,z+pe N@ia~b: 9T Y. 7E.9M . 3N . TP — 21+m.3y+n_7z+p’
deducemcdaa-be A

) Avem B = {21.31, 21.32 21.33 22.31 22.32 22.33 23.31 23.32 23.33},
Produsul celor 9 elemente din multimea B este egal cu 2'® - 3!%. Atunci

produsul elementelor de pe fiecare linie (coloand) a tablei va fi egal cu

29.3%. O posibild aranjare a elementelor in tabla 3 x 3 este:

21 . 33 22 . 31 23 . 32
22 . 3‘2 23 i 3.‘3 21 i 31
23 i 31 21 i 32 22 . 33

13. Determinati perechile (X, Y') de multimi care au ca elemente numere naturale

nenule si care verificd simultan urmdtoarele proprietdti:
(1) fiecare dintre multimile X si 'Y are trei elemente;

2)3€ Xsibey;
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(3) multimea X N'Y are exact un element;

(4) dacd a i b sunt elemente diferite ale multimii X, atuncia +b € Y.
Etapa judeteand, 2016

Solutie. Dacd X = {a, b, c},cua < b < c atuncia +b, b+ csic+ asunt
elemente distincte din multimea Y (dacj, de exemplu, a+b = b+ ¢, atunci
am avea a = ¢, ceea ce ar fi in contradictie cu faptul cd a < b < ¢). Asadar,
Y={a+b b+c, c+a}.

Deoarece a < b <c<a+b<a+c<b+ c elementul comun multimilor
X si Y poate fi doar ¢ = a + b.

Dacd ¢ = 3, atunci trebuie si avem a = 1 si b = 2. Obtinem astfel ca
X ={1,2,3}siY = {3, 4, 5}. Aceste multimi ne convin, deoarece ele
respectd proprietdtile din enuntul problemei.

Dacd b = 3, atunci @ = 1 sau a = 2. In cazul in care am aveaa = 1, am
obtine ¢ = a +b = 4. Astfel obtinem ca X = {1,3,4}si Y = {4, 5, 7}.
Ne convin si aceste multimi, deoarece sunt respectate proprietatile date in
enuntul problemei. In cazul in care ¢ = 2, am avea ¢ = a + b = 5. Atunci
X ={2.3,5}siY = {4,5 7}. De asemenea, aceste multimi satisfac
conditiile din enunt.

Dacd a = 3, atunci ar trebui sd avem b > 3 si ¢ > 3, ceea ce ar conduce
la elemente mai mari decat 5 in multimea Y, iar acest fapt ar contrazice
conditia (2) din cadrul enuntului problemei.

14. O multime X C N* are proprietatea P dacii oricare submultime nevidi a sa
are suma elementelor numdr compus.

Ardtati cd multimea Y = {113/ 42, 113! + 3, ..., 113! + 15} are proprietatea
P (dacd n este numdr natural nenul, atunci notatia n! reprezintd produsul 1 -2 -
3-...-n).

Etapa nationald, 2016

Solutie. O submultime nevida a multimii ¥ are suma elementelor egala
cauS=Mpy+sunde2<s<2+3+4+---+15=1109.

Pentru 2 < s < 113 avem cd S = M3 + s = M,, ceea ce inseamna ci S

este un numar compus.
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