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CAPTTOLUL r. MULT|MI $t ELEMENTE DE tOGtCA
MATEMATICA

1.1. Mulfirnea numerelor reale

,,,^f;ffiK{f*curtat

o(axb)' =o'+2ab+b2

o (a t b)t = o' + 3a2b +3ab2 + b)

. o2 -b2 =(a-b)(a+b)

.o3 -b3 =(o-Q("2 +ab+b2)

o a3 +b3 =(o+\("2 -ab+bz)

oan -bn =(o-U)(""t +an-2b+...+b"-1), Vn e N, n zl

.an +b" =(o+b)(o"-r -an-2b+...+b"-t), Vn e 2N+1

:(a+b+c)2 =a2 +b2 +12 +2ab+2bc+2ac

. o3 +h3 +c3 -3abc=(a+U+)(o2 +b2 +c2 -ab-bc-o") ruu

o a3 -F b3 + c3 - 3abc = (a + u * 
")+. ({" - 

u)' + (o - ")2 
* (" - o)');

o a3 + b3 + c3 - 3abc : (a + u + 
")(@ 

+ b + c)2 4(ab + n" + o"));

ca3 +b3 +c3 =(a+b+c)3 -3(a+b)(b+c)(c+a).

Modulul (sau valoarea absolutl a) unui numir real x

I l3 rtf E@) ={19#H1fg6: 
e 

, pentru orice expres ie E(x),x e rR.
r r fx, daca
lxl =<I I 

[-x, dacd

.Irl>0, Vxe IR;

o lxl=o<>r=o;
. lrl=l/o *=xy;

Proprietflfi ale modulului



" l"l. c, c>0<+r€ (-c;c);
. l"l t c, c > 0 (+ .r€ (-*;-c) u (c;-);
. ll,l -lrll < I'tyl < lxl +lrl;
. l*. yl= l,l.lyl;

. iol= 8,, *0,
lvl lvl

a+b-la-blo mrn(c,b) =---;t qi maxla.b)=
a+b+la-bl

Partea intreagi a unui numdr real x este cel mai mare numdr intreg cel mult egal cu
numirul r gi se noteazd. [x]. Partea fracfionari a lui x: se noreazd {r} si {x} = x --[x] .

Proprietifi

o[r]= xexeZ;
o{xi=0exeZ;
ofm+ rf =*+lxf, Yme Z;

o{m+"} ={"}, YmeZ;

ox-1.[r]<.r<[x]+i;

o[x]+[".1-l*...*['* n-tl 
=fux].vne N*, n>2 (Herrnite).L ,) | n J ' r

Inegaliti{i remarcabile

r Daci a.b>0, atunci !*L>2.
ba

(r+r\2
o x'! <:------' , Vx,ye IR;

. *2 + y2 + ,2 2.vy + yz + zx, Vx,y,ze IR.;

o 3.(xy+yx+zx)<(x+y+r)2 
=t.(*t +y2 +z2).

Inegalitatea mediilor
(adevdratd pentru numere strict pozitive)

min(ap)1mh 1*s 1*o a *r a max(a*), unde



*o :i, (mediaarmonicd),

\-t

?oo

(media geometric[),

Zoo
ffio =L (media aritmetic[),

,n

l" -
It o,2

*, =l+ (media prtratica).

Inegalitatea Cauchy-Buniakovsky-t11"." 
,, n n

(ar4 + a2b2 +...+ anbn\2 < (al +...* on'). @f +... * bn') ell",u, l rZ",''Zu,'
\L-i ) i=t t:l

Inegalitatea lui Minkovski

='[7 *] *"rV +b'

Inegalitatea lui Cebigev

Dacd (ae)urr, (bo)o.rsunt dou6 giruri la fel ordonate, atunci

nnn
L"o .Zun < n.l(a1, . b1,),
k=l k=\ . k=l

iar dac| ("0), (Uo)sunt dou[ qiruri invers ordonate, atunci

nnn
Zoo.Zuo>n.\(ap.b1,) .

k:l k=I k=l

Inegalitatea lui Bernoulli

(t+ a)' >1+ rd, Y a, re lR., a ) -l, r) 0

mo

rlrrqr intreg cel mult egal cu

ffi {r} si {xi=x-[x].

dr}
(*+ y)2 +(a+b)2

Niw)



Exercffi Si probtrenne de consolidure

l. Stabildi care dintre urmdtoarele rezultate sunt numere naturale:

2. Stabilitri care dintre urmdtoarele rezultate sunt numere intregi:

a) s (-:) +2.(-+)-(-3).a;

b) 7 (-2)+:.(-s)+(-1).(-8) 5;

.) [3.(-4) - 5. 6] : [(-r) .3 + 2. s);

275
a) --+-----:'15 l0 6'

31r
b) -+---:' 14 ?-t 6'

7 3r
c) ---+-:. l0 5 2

a) x =t, , =3,67; z =I, ,= 3,(61). d)

b) r= 1r, = 4,32; z=4,(3); t = 4,56.

c) x= 2,6; y =Xr, =1.r t =2,(63).

o [2 (-:) (-+)-1s.3];(:-io);
.l [7.(-tz) +(-:) (zr)] : (rz-rs);

0 [tt (-tz)-(-s) r+]:(n *zz)

. - (t z 2\
d) 6U.i---+- l:

[3 10 \s )'

e\ 42.(z_y*9),' \6 14 2t)

n ro5 (Y-.Y- " I
\35 15 2t )

0 "=T' y=J1; r=t, t=2,(6r).

3. Ordona{i cresc[tor, in fiecare caz, numerele urmdtoare:

8

5

__5
4

e)

4.

5.

Mdsurile unghiurilor unui triunghi sunt direct proporlionale cu trei numere naturale
consecutive, iar misura celui mai mare unghi este triplul celui mai mic. Determinali
mdsurile ungh iurilor triunghiului.

Calculali aria r.rnui dreptunghi care are perimetrul egal cu 160 cm, iar dimensiunile
sale sunt direct propo4ionale cu 5, respectiv 3.

Calculalivaloarearaportului o=O!*t' qtiindca x,ye IR $i I=3.
2x+y y 7'

Raportul dintre vArsta tatdlui gi vdrsta fiului s[u este egal cu 5. Peste 6 ani, raportul
vArstelor va fi egal cu 3. Ce vdrstb are acum tat6l?

7.
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tfure

rhale:

+)-ts-r]: (: -ro);
(-3)-(2e)]: (rz -ra);
-(-a).r+]:(n -zz).

utgi

2\* 
rs)t
tz\* o)t

14 tt\
--- t-
15 2t)

8. Stabili{i care dintre urm[toarele numere sunt rafionale:

7158
i=......_: Z:--" t=--.4' 8' 5

75,y:-1"2; z=-=i l=--.-54

ln,h;r=I;r=2,(61).'4

mle cu trei numere naturale
fl elui mai mic. Determinafi

tn 160 cm, iar dimensiunile

:R. si I=?.
yl

rl cu 5. Peste 6 ani, raportul

o = $29;

b=Jzgg;

" = ,,fI47 ;

2'7
a) p=1v a= n;

57
b) p=i +i c=n;

c) p=rrfi ti q=5J1;

15. Dacd a<b, ardta\icd a<?o!5b .u.
7

d = J96t;

u = J26or;

-f =Jsft+.

D =Jr2+J+s -",n-os;

p =Jso*../E.-^,6s;
p={-.35-r.-399.

'7-
d) p= 

, Si A='!2;

. ir 11el n= 6" 20'
17

f) p=1,(3) qi q=i

9. Stabilili care dintre urmdtoarele numere sunt rafionale:

A=J45 +Jn -JnS;
a=Je8-fi-.6;
c =JE -Jn -Jn;

10. Dali un exemplu de numdr rafional cuprins intre J2 $i ..6.

11. Dali un exemplu de numdr ralional cuprins intre rF $i lR.

12. Determina{i numerele intregi a qi b pentru 
"ur" 

(Z* €)' = a + bJi.

13. Determina{i numerele intregi c 9i dpentru 
"ur" 

( L-=\' : 
" 

* ali.
[:-Js]

14. Ordonali crescdtor numerelep qi 4 in fiecare dintre urmdtoarele cantri:

16. Determinali numdrul fracfiilor care satisfac simultan condiliile:

a) numlrltorul este un divizor natural al lui 14;

b) numitorul este un divizor natural al lui 104.
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17. Ardtati ci, in fiecare caz, exptesiile date se pot scrie ca diferenla a dou6 p6trate:

a) A = (2a + b)(2a - b)(4a2 + b2);

b) B = (x- y)(x+ y)(x' + yt)(xo + y4);

c) C=(a2 +a+l)(a2 -a+t)(az -l);
d) D = 7a3 -bty1a' +b2y1a6 +b4y;
e) E =(a+b+c)(a-b+c);
9 F =a(a-2b).

Descompune{i in factori urmdtoarele expresii, {in6nd eventual cont de rpoteza
indicatd in fi.ecarc caz:

a) E(x)=.xt + x-2, E(l)=0;
b) E(x) =xt +3x2 +5x+3, E(-1)=0;

c) E(x) =2x3 +x'+x-1, 611y=g.
2

d) E(x)=r'+ x'-2x-8, E(2)=0;
e) E(x) = xt +3x2 + x-5, existi a eZ cu E(a) =11.

f) E(x) = xt - x2 -2x +8, exist[ a eZ cu E(a) =g.

Precizali care dintre urmitoarele egalitd{i sunt adevirate pentru orice x, y e IR :

a) x' - 4x +9 =(x _2)' 
;

b) x2 +4x+9=(x+3)2;
c) x' -9y2 =(x-3y)(x+3y);
d) x2 + 4y2 =(x+2y)t;
e) 4x2 - y' = (2x - y)(2x + y);

D ("-2y)'=x'-4xy+4y'.

Descompuneli in factori expresiile urmbtoare:

a) A=ao -a;
b) B= x(a+b)-a-b;
c) C = ax' -2a- ax3 +2ax;

d) D= a'-a'bt +2ab-2b3;
e) E= a' -2a'+2a-4;
D F =(2x-l)'z-9.

18.

19.

20.

12



fftrcap a doui pdtrate:

pcmu ffiice x, y e JR :

gl2a-sl=tt;
b) lz + ol= 4;

c) a+la+tl=7;

a)l2x-1=s;

b) l2r+:l=lo-xl;
.) l'-21+lx-31=3;

d) 2a-la-21=5;

Q a-lal+6=0;
f) 2a=lz-tl.

ay lz - lx -:ll = t;

e) l.r+lx-3ll=s;
D l*' -zr+zl+lz-'l = o.

21. Descompune{i in factori gi urmltoarele expresii:

a) E(x)= (r - I)2 - (x + 2)2 ;

b) E(x, y): (x -3y)t - (2x - y)';
c) F(x) =4x'-l2x+9;
d) G0) =9t2 +24t +16;

e) II(s) = 3s2 - 30s + 75;

f) F(x, !) = 4x3 -8*'Y + 4xY' .

22. Determina{i numerele reale a in fiecare dintre urm[toarele cantri:.

23. Determinafi perechile (x,y)de numere reale pentru cate x*lyl= Zx-lyl4.

24. Determina{i numerele reale x in fiecare dintre cazurile urm[toare:

a) l:x-tl=a' g lx+lt-xll=s;
b)lzx+{=5' e) l.r-tl+lx-+l=r;
c) x+lt-xl=:; Dlzx-el+l+x-zl=e.

25. Demonstra[i cd lx -Zl+lr -:l > 1, Vx e lR.

26.Dacd x,!, ZeZ veificdegalitatea x!=22 +2+z(x-y), calculafi lt*yl.

27. Rezolva\i in multrimea numerelor reale urm[toarele ecua{ii:

28. Determinati cel mai mic numdr intreg mpentntcare l2m-4.4.

29. Determina{i numdrul numerelor intregi p pentru care lZp - 3l . 6.

13



30. Dali un exenrplu de numdr real negativ;r penrru care l"l t z ri lrl . z.
t"l

31. Dacd -rc" yeR verificb lzr-tl<: $i 13/ rtl<2, determina{i valorea maximd a
expresiei A(x,y)=2x*3y qi vatroarea minimd a expresiei B(x,y)=3x+2!.

32. Determina{i valoarea minimd a expresiei E(x,y')=4x+5y" q;tiind c6 ;r,ye iR. qi

l:x+tl t4,lqy-ll<s.

33" Determina{i nurndrul numerelor intregi m pentru care l2m- 5i < 4.

34. Da\iun exemplu de num6r real / pentru .u.. l1l , r si lll . i.l2t ' l4l

35. Determinali numerele natura_le n penrru care n+ lZn 
_ tl < A.

36. Determina{i numerele naturale m pentm rur" ,f 4*t - 4r, a 1 +lt - zml< z.

37. Deterrnina{i suma dintre valoarea minimd gi valoarea maximb a expresiei
E(x) =V -zl-l+ - xi-lzx- 6l , daca .x e [2, s].

38" Determina{i valoarea rnaxil'n[ i;i valoarea minirrd a expresiei

F(x) = lz.x 
*rl+ 

l:x - zl+lax- 3l , pentru .r. [+. tl
LL ]

39. Ardta{i ci existd un num6r intreg ,t astfel inc6t jx + 2l+ lx _ 4l= k, Vr e [0, l].

40. Ardtali cb existi un numf,r infteg m asrfel incit lx -:l + lx + Zl= k, yx eLO, Zl.

41. Ardta{icdexistdunsingurnurnirintregnpentrucare 
l3,r -41<l qil+n-zl<2.

42. Not[m cu Srnullimea solu{iilor ecua{iei lx -Zl+1"*al = m, m eR..
a) studia{i dacd existd rz e lR pentru care s. con{ine exact 3 numere intregi;b) Existd un cel mai mic nutndr intreg m pentru care S conline exact rl6ud numore

intlegi'?:
c) Determinafi ,S in cazul in care m = 4.
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