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Capitolul 1
MULTIMEA NUMERELOR REALE.
MULTIMI DE NUMERE

1.1. Multimea numerelor reale (completari)

O fractie zecimald infinitd si neperiodica se numeste numar irational. Prin numdr
real intelegem orice fractie zecimala infinitd, periodica sau neperiodica.

Exemple de numere irationale: \/p , p numar prim, 7, e.

Proprietiti ale numerelor rationale:

X
Ax,yeQ=x+yx—rnxyeQbxeQryeQ = =eQ;c)dacia, b e Q,
,v

P, ¢ sunt numere prime, atunci a\/; + b\/; =0 <a=b=0.

PROBLEME REZOLVATE

1. Aratati ca pentru a, b, ¢, d € Q, p numar prim:
a) a+b\/;=0®a:b:0; b) a+b\/-/;zc+d\/?<:>a:c sib=d.

Solutie. a) Presupunem b # 0 = /p = —%, unde \/; e R\Q, —»i—l eQ=>br=0=
b

a)
—=a=0;b) (a—c)+(b-dp=0=a-c=0sib-d=0=a=csib=d.

PROBLEME PROPUSE

1. Stabiliti care din urmatoarele numere sunt numere rationale:

144 s
a) V169 ; b) ”—89; c)/1,0201;

d) V8 +/18 +/50 —/98 ; e) VI+3+5+..427: DJ2+4+6+...+2000.




2. Dati exemplu de cate doua numere rationale cuprinse Intre:

a) \/5 si 7 ; b) V17 si V19
3. Demonstrati ca exista m, n € Z astfel incat:

a) (3+2\/§)2=m+n\/§: b) (3\/5—4\/§)z:m+n\/g;

o525 =men: 0 (%) -memie.

4. Justificati care din afirmatiile urmatoare sunt adevarate:

Aa,becR-Q=>a+beR-Q; b)a,beR-Q=>a-becR-Q;
abeR-Q=abeR-Q; d)a,beR—Q:%eR—@;
x+y)eQ=xyeQ; DxyeQ=xyecQ.

5.Fied={ae N|a<2l; V5n+a ¢ Q}. Demonstrati ca avem card 4 > 8.

6. Determinati multimile:
A)de{nel|Nn*-n+lell; b)B={neZ|Nn’-5n+7 e Z}.
7. Justificati care din afirmatiile urmatoare sunt adevarate:
. A . . 2 2 i
a) pentru orice numere intregi a, b impare, va~ +b~ ¢ Q;
b) pentru orice numere intregi pare a si b, avem Va*+b* ¢ Q;
¢) existd a, b numere intregi impare cu Va' +b’ €Q.

8. Determinati x, y € Q astfel incat:

xN3+y XN2+y
a) s eQ; b) - 1+ y
9. Fie a, b, ¢ € (0, ). Demonstrati ca:
a)a’ + b’ + > ab+ be + ca; b) (a+ b+ ¢)* = 3(ab + bc + ca);
AP +P+ A= (a+b+e) d) (a+ b)(b + c)(c + a) > 8abc;
e)(b+c—a)a+c—b)a+b-c)<abe, ) ab* + b+ a” > abe(a + b + c);
g)a*+ b+ ¢t >abc(a+ b+ c); h)(a+b+c)a + b+ ¢*) > 9abc.

10. Fie n € N si multimea: A4 :{\ﬁ,\/i\/g,,\/;} Determinati n € N, stiind ca
avem card(A N(R —@)) =85.



11. Fiea, b,c>0iara+b +c=3. Fie A= \9a+2 +9% +3 ++/9¢ +4 . Demonstrati

céA<£.
2

12. Demonstrati ca nu existd a, b € R si m, n, p € N astfel incat a + mb = 2 ,a+nb=
=J5,a+ pb = JiT.

13. Demonstrati ¢ pentru orice x, y € R, x > 0, existd n € N astfel incéat nx >y ( pro-
prietatea lui Arhimede).

r+2

14. Fie r € @ o aproximare a lui J2. Demonstrati ca numarul este o aproxi-

r+2_\/§ S‘r—\/ﬂj
+1

r+1

r

mare ,,mai bund” pentru V2 [adicé avem

15. Construiti numai cu rigla si compasul imaginile geometrice ale numerelor:

NCRNERNERNCRVITIVIER

16. Determinati partile intregi ale numerelor:
a)a,=\Nn"+n; b) b, = Vn’ +6n ; c)c,=~Nn +7n.

17. Demonstrati ca intre orice doua numere reale distincte existd o infinitate de nume-
re rationale si o infinitate de numere irationale.

1.2. Radicali de ordinul 2. Radicali de ordinul 3

Teorema 1. Pentru orice numar real a > 0 existd un numar real unic x > 0 astfel in-
A 2 - - g . & & o .
cat x” = a (numarul real x notat cu Ja se numeste raddcina patratd a numarului a).
P % 3 e - . g A A 3
Teorema 2. Pentru orice numdr real ¢ existd un numar real unic x astfel incat x° = ¢

(Numarul real x notat cu Ja se numeste radacina cubica a numarului a, sau radicalul
de ordinul 3 din a).
o Proprietitile radicalului de ordinul 2:

Fiea>0,b>0,n e N'. Avem:

a) \/aT:a(pentruaeRavem\/a_zz‘a);b) \/cE:\/;-\/E;c), Zﬂ:%;
h )
d) \/ai”:(\/g)”;e) Va =a" ;) a<b= Ja<b.

Observatie. Dacid a < 0, b < 0 avem: ab =—a -\/—b.




o Proprietatile radicalului de ordinul 3:
Fica,be R, b#0,n e N". Avem:

a)a <0=a <0; bya>0= Ya>0; &) Yab =Ya-5

3 n
d) Y=a=—Ya; e)3g—=;\/\/—g—; f)i/;=(i/5) ;
g) i/;;":a”; h)a<b:>i/;<i/5.

¢ Formula radiealilor dubli (compusi, suprapusi)

laxdh = \/a+\/21—' \/ \/r

Fiea>0, b>0,a’>b. Avem: \azt

e Pentru rationalizarea numitorilor se folosesc formulele:

1) \/{L_/-\/;:a.a>01 2) (\/Zz_—\/l;)(x/;+\/3)=a—b,a,b>0;
3) i/rc;-i/u,::u: 4) ({’/-c;~i/—l;)-(3/;+3ab+i/b7)=a—b;
5) ({/’;*5\/’/))(\11 —3 b+\/;2—) a+b.

PROBLEME REZOLVATE

-4 X7 +1
1. Determinati x € R pentru care ;

?+1 Vx*-4
: . o x =4 . x4
Solutie. Se impun conditiile — 2051 ——20 =>x e (-0 2)U(2;0)=D
X+ X -4
x'—4 X’ +1

Ridicand relatia la pitrat avem ——— =——— &> (¥’ —4)’ = (X’ +1)’ ©10x° =15=

x+1 x -4

lJ|‘-‘|

= x=+,]-¢D=>S=0.

N2
2. Aritati ci a = \/2~\/§+\/5~\/13+4\/§ eN.

Solutie. Folosind formula radicalilor dubli obtinem: V13 +

\/4— _ 13+\/1269—48 n

13-/169 48 :\ﬁ““ +\/13;” V12 +1=2V3+1;

2 2
a=v2-3+V5- 243 1. Analog V4— 243 =3 -1.
Decia:V2—x/§+\/§— =J1 =1eN.




PROBLEME PROPUSE

1. Demonstrati ca pentru orice a, b € (0, %), a < b, avem:

2ab < abéa+b£ }a‘+b“ <5
a+b 2 2

2. Determinati x € R pentru care sunt definite expresiile:

a) 2-[; b) \J4-|2x—2[; ¢) Vx+2+42-x;

d) ¥ -1-J¥ -1 &) Y -D(x+2) 0 & ~DE-x)(x-2).
3. Determinati x e R stiind ca:

a) Vil —2x+l=x-1; by 4 —dx+l=1-2x; ¢) V- =x;

d) Y= =x-1; &) Y- =1-x; n -2y =(Vx-2)".

4. Efectuati:

NN |
Dt b) V7+43 +4/7-43 :

c) \/26+6\/13—4\/8+2\/6—2\/§ ;
d) \/2+\B-\/2+\/2+\B-\/2+\/2+\/2+\6 -\/2—\/2+\/2+J§ .

5. Determinati a, b, ¢ € Q stiind ca:

a) L+L:a+b\/§+c\/§; b) \/6+2\/§+2\/§+2\/8:a+b\/§+cﬁ;
N2+l f3+2

) VI146v2 +43 4246 = a2 + 53 + 3.

6. Rationalizati:

a<

g2 . b)3—2\/§_ o5
W6 +32° 34202 " 5J3-3V5"
] 5 |
d) —=——7; — — g
)1+\/§+\/§ o V2+3+45 & 8+ 215
] I i . I
g) + ; h)f; ) /=
J11+230  11-2430 1+32+34 Va2
-);. k)_z_‘ 1)#
L \/§+\/§ VE+JZ 3i/§+i/§+3'

7



7. Comparati numerele a si b in cazurile:

a)a= V11 +/13;6=10+14; bya=17-13,b=15-11.

8. Demonstrati ca:

2) 8 +8+420+40 =142 +5; b) 243, 2‘__*6 > 1,41(4).
x/§+\/2+\/§ \/5—\/2—\/3

9. Fiex € [-4: 0], v € R astfel incat x — 4 y + 4 = 0. Determinati:

az\/x2 +9y? +8x+16+\/x2+9y2—18y+9.

10. Calculati numerele:
1

a)SHZZ”: ;
= \/2k+1+2\/k2 +k
b) \/\/T-+\/1+3+5 +\/1+3+5+7+9+\/\/1+3+5+...+2013 .

1 1 ¥ .
ﬂﬁZw,wEN;
(n+1)” n n+n

99
b) Calculati 1+i,+%.
£ k™ (k+1)

12. Demonstrati ca daca Ja++/b € Q sau \/;—\/Ze(@, atunci Va e Q, Jb e Q,
unde a, b € Q.

11.a) Demonstrati ca |1+

2n++/n’ —1

13. Demonstrati cd E(n) € R — Q pentru orice n € N, unde E(n) = —————.
An+1++Jn-1

14. Stabiliti dacé exista a € Z pentru care £(m) € Z, unde:

ot =

m
15. Demonstrati cd existd o infinitate de numere irationale x, y cu proprietatea ca

x+y=xyeN

16. Determinati urmatoarele numere:

)30+ 45 +Y9-45 ; b)7+5v2 -Ysv2-7;
&) YoB+11V2 393 -112 |




Jab +be +\ea | e

17. Fie a, b, ¢ > 0. Demonstrati ca 8

18. Calculati sumele:
n 1

o kN k+1 +(k+1)\/z ’

a) S,; = b) Sn =

z\/_/ch\/EH

;f 3fkCk +1 )+ﬂ1
19. Demonstrati ca (\/§ +\/§)n +(\/§+ 1)” +<\/§~\/§)” +<\/§—1)” >4,VneN,
20. Demonstrati ¢d x > +/x—1+/x(x —1) pentru orice x = 1.

21.Fie x, y, a € [-1, ) astfel incat J1+x +\/1+y =2J1+a. Demonstrati ca:
x+y2>2a.

c) §,=

1.3. Radicali de ordinul n

Definitia 1. Fie « > 0, » € N' numar par. Se numeste radical de ordinul » din @ nu-
marul real x > 0 unic cu proprietatea x” = g. Notam x = tfa si avem (Z/;) =q.
Definitia 2. Fie « € R si n € N, n > 3 numar impar. Se numeste radical de ordinul »

din @ numarul real x unic cu proprietatea x" = a. Notam x = ta sl avem ('\’/;) =q.
Proprietitile radicalilor
De ordin par n > 2 De ordin impar n >3
Dx"=y"ox=y,Vx20,y20. Dx"=y'ox=y,VxeR, VyeR
Ya-4b;a>0,6>0

2)%fab = S N¥ab=Ya-ib,a,beR
Al -bl; a-b=0

4

—a=>0,b>0

|
[
[
|

3){/%2 H 3)*7%2? acR,beR’
”a
’b,a-bzo,b;t() 5

4) (Q/—a_)m:Q/;;;aZO,meN* 4) (Q/Z)WZW,HER,WGN*



— J%.aZO.meN*

mnf _m

o) @ =
l(/m, a<0, m— par
6) Y¥a="la,a>0,meN,m=2 6) ¥/%/a ="la,a e R, m - impar > 3
| 7) ”b n[anb’azo’bzo
‘ atlp =
—Ja"b,a<0,b>0

o W a\lb,a>0,b>0
8) \/ab-——{ Yy Va'b=a\lb,aeR,beR

—a\lb,a<0,b6>0
Na>0,b>0= [{/;<¥/E<:>a<b] 9)a,beR= (</E<'d3@a<b).

$)a" =4/a,aeR. meN’

7) aQ/g =i/a"b,aeR,beR

PROBLEME REZOLVATE

1. Ordonati crescator numerele 43,2, ¥a.
Solutie. 43 =*3° =243, 2 =2 =41024; Y4 =*Y4* =256 .
Cum %243 <9256 <¥1024 = {3 <Y4 <2 .

2. Efectuati V232 -N4¥/2°-8 .
Solugie. N232 a2 -8 =W2° Na. 2" =Wo* Wa.22 =W 2222 = W20 =2,

PROBLEME PROPUSE

1. Calculati:

- - 12
2) 6 ; w2 oy @

27
e) {/(-1)"; f) /0,00001;  g) =0.000027; h) {/(~0,0025)" .

2. Determinati valorile lui x pentru care au loc egalitatile:

a)Q/;:x; b)Q/F:—x; c)i/x—ﬁ:x; d)i/;:—x;

-1 x~1
6)4( X ) —W,

g) /5127 =2x7.

10



O

. Determinati valorile reale ale lui x pentru care sunt definite expresiile:

b) Y4x* —5x+1; ¢) Vx' =3x" +3x-1;
) 3X+ f)”xz—x—(’/x—x:.

1

. Determinati m € R astfel incat sé existe functiile /: R — R:

a) £(x) = (m—1D)x* —2mx+m—1; b)f(x) = Y(m+1)x* +2x+m—1;
()= \/ W A . D= \/ LA
m m

x? —(m—1)x+2m—1 x? —(m+Dx+m’

. Introduceti factorii sub radical:

a) 232 - )«—ﬂ c) —%3 81 ; d) ~a§/;7; e) a?/a‘"}.

256

. Scoateti factorii de sub radical:

2) Y2’ b) {/(-5) : (=2 (3): @343
e) Vda'x' f) Yay’ g) Y .

. Ordoneaza crescator numerele:

a) N2, 3, 44; b) V3, 5, 7.

. Calculati sumele:
a) S, = Z
= PR +k+:/(/<+1
b =

o e k+m+r

¢) Determinati: A= {n e N' | S, € N}; B=

. Demonstrati ca pentru orice a2 0,5 >0,n € N, n > 3 avem:

) (Va - ¥b)(Ja + et + s +Yab + 3" ) = a-
(JZ+f)(\/§—€/aTb+W—€/E+{/b7):a+b;

) (Va—4b) (Yo + a2 +...+ap™ +4fp7 ) =

@) (Wfa-+3b)(Ja b ~a b +..~dfar™ + o )= a+ b, impar.

11



