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CAPITOLUL I. ELEMENTE DE CALCUL MATRICEAL
SI SISTEME DE ECUATII LINIARE

1.1. Permutari
Breviar teoretic

® O permutare de ordinul n este o functie bijectiva o:{1, 2, ..., n} = {1, 2, ..., n}.

Pentru a putea opera mai usor cu aceste functii bijective, ele se scriu sub forma unui
tabel cu doud linii, de forma celui de mai jos:

i 2 3 e R
o= :
o(l) o(2) o(3) .. o(n)
> Observatia 1: Exista o permutare speciald, numitd permutarea identica:
1 2 3. n
e= :
1 2 3. n
> Observatia 2: Multimea tuturor permutérilor de gradul » se noteaza cu S,,.

* Compunerea (inmultirea) a douii permutiri: se foloseste compunerea functiilor,
adicd pentru 6,, 6,€ S, , avem (0, ©0,)(k) =0,(0,(k)), Vk=1,n.

- Observatie: Compunerea permutdrilor se poate efectua doar daci aceste permutiri sunt
de acelasi tip.

¢ Proprietitile compunerii permutirilor:
1) este asociativa;
) are element neutru, anume permutarea identica e;

3) toate permutdrile au o permutare inversd: Vo€ S, 30 € S, astfel incat

c-06'=0"0=e.
Dbservatie: compunerea permutirilor nu este comutativa.

* Inversa unei permutdri: se permuti cea de-a doua linie din ¢ cu prima linie a lui o,
nastrandu-se perechile corespunzatoare si scriind in ordine crescitoare elementele primei

2 3 4 1 2 3 4
2)

iiin o', de exemplu, dacd o = € S,,atunci 6 =
1 2 34 2 1

\

: . s 0 i .
» Calcularea puterilor naturale ale unei permutiri: 6 =¢, 6" =6-0-...0, ne N*.
H—/

n ori

sservatia [: Voe S, ke N, k<n, cuc‘=e.

wservatia 2: YoeE S, = o6 =e.



e Inversiune a unei permutiri ce S,, n>2: pentru orice pereche ordonaté (i, j), cu
i,j€ {1,2,3,...,n} pentru care i <j, rezultd 6(i) > 6()).
o Observatie: Numarul inversiunilor unei permutari 6 € Sy, n 2 2, se noteaza cu m(0) sau
inv(o).
e Semnul unei permutiri: numarul intreg €(o) = (—1)'"(0) = H M.

i<y LT
o Observatia 1: daci numarul de inversiuni ale unei permutari este numar par, atunci
aceasta este o permutare para, iar daca m(c) este impar, atunci permutarea G este impara.

o Observatia 2: €(c-t)=¢(0)e(t), Vo,1€ S, s5i €(0)=¢(0™"), VOES,.

o Observatia 3: numirul permutdrilor pare de grad » este egal cu numarul permutarilor

!
impare de grad n, adica %

not not
e Transpozitie: o permutare T=T1; =(i/)€ S,, n=2, pentru care (i) =Jj,1() =i sit(k) =k,

dacak#i, k#j.

o Observatia 1: orice transpozitie este 0 permutare impara.

o Observayia 2: (i) = (i), (i)’ = e, (§) " = (@)-

o Observatia 3: orice permutare © € S, n > 2, se descompune in produs de transpozitii.

Exercitii §i probleme de consolidare

1. Calculati numirul functiilor bijective definite pe {1, 2, 3} cu valori in {1, 2,3}
2. Stabiliti care dintre urmitoarele tablouri reprezintd permutari:

1 2 3 4)
a) 3

1 2 3 4 1 2 3 45
5 b) ) c) ;
2 41 3, 341 1 51 2 51
1 2 31 2 3) 1 2 3 4 1 2 3 45
()] I e) ; f) .
324165 4 4 2 2 5 3 2 4 1

3. Calculati cate permutiri de gradul 4 exista. Dati un exemplu de astfel de doud permu-
tari o §i T pentru care 6(1) = T(1).

4. Determinati in fiecare dintre cazurile urmatoare numarul natural j pentru care tabloul

respectiv este o permutare:

1 2 3 45 1 2 3 4 56 1 2 3 4
a) ) : b) iy c) ;
5 4 7 21 4 6 j 1 25) 3 711
1 2 3 4 1 2 3 4 5 1 2 3 45
d) . : e) : f) , ;
2 j 13 34 5 21 32 5 51



6. Calculati cate permutéri 6 € S, satisfac egalitatea o(2) = 2.

7. Calculati cate permutéri 6 € Ss verifica egalitatile o(1) = 1 si 6(4) = 4.
8. Calculati cate permutéri 6 € S;s satisfac egalitatea o(1) + o(2) = 4.
9. Calculati cdte permutdri T € Ss, 7€ S5 verifica egalitatea 7(1) - 7(3) = 4.
10. in multimea S5 a permutarilor de gradul 3 se considera permutirile
1 2 3) . 1 2 3
c= §i T=
1 3 2 213
Calculatio-TsiT-©.
11. In multimea S, a permutirilor de gradul 4 se considerd permutarile
1234[31234 1 2 3 4
o= . = 5 =
4 1 2 3 2 31 4 A 32 41
Calculati:
a) of, By, xo; b) o)+ a(3); c) B(2)+B3):
d) (aB)(3): e) (Bo)(2); f) (Bl

12. In multimea S; a permutirilor de gradul 4 se considera permutrile

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
U= , V= , W= :
1 4 2 3 21 3 4 3 4 2 1

Calculati:
a) uv, vw, wu, b) u(1) + u(4); c) w(l) + w(3);
d) (wu)(3); e) (wu)(2); ) (vw)(2

13. In multimea S; a permutirilor de gradul 3 se considera permutirile:

1 2 3 1 2 3) . 1 2 3
o= , B= sid= .
2 31 3 21 2 1 3

_zlculati:
a) 1) + ou3); b) (BO)(2); ¢) o
d) B*; e) &% £y 5

14. In multimea S; a permutirilor de gradul 3 se considerd permutrile:

1 2 3 1 2 3) . 1 2 3
U= , V= si w= .
1 3 2 2 31 31 2



Calculati:
a) u(l) + u(2); b) (uw)(2); ¢) u’;
d) W3; e) V4; f) le().

15. Studiati dacd existd 6 € S; pentru care 6(1) + o(2) + o(3) = 4.

. 123 4
16. In multimea S; a permutarilor de gradul 4 se considerd permutarea u=(1 49 3).

: .2 3 2.
Determinati v”, v, e,

17. Determinati inversele urmatoarelor permutari:

a)a=[1 2 3)65%; b)B=[1 2 3 4]6&’
2 3 1) 7 1 4 2 3
C)X=(1 2 3 4)654_ d)éz(l 2 3 4 Sjes'
32 41 ’ 2 4513
e)e:(l 2 3 4 SJES' f)p=(1 23 4}65.
4 3 21 5) 7% 41 2 3) "

18. Rezolvati ecuatia o = P in fiecare dintre cazurile urmatoare:

123 123
a) o= . = €S,
2 31 301 2)
123 12
b) a= , B= es,;
) 132]5(‘231J‘
12 3 4 (123 4
C)(x: \762 eS4’
41 2 3) 231 4
(1 2 3 4) (1234)
d) a= [, B= es
) 34:1B{4312,*
Jaofl 234 5) g (12345
e) o= b: € I
\3 2514 42531 °
pao(l 2345 g (12345
o= “: E<_
423510 42513

19. Determinati cel mai mic numar natural nenul n pentru care 6" = e in fiecare dintre
urmitoarele cazuri:

1 23 1 2 3 4
a) 0= es;; b) 6= es,;
31 2 2 31 4

10



1 2 3 45 1 23
s O 3 eS d) o= €S,
4 2 5 3 1 2 1 3
1 2 3 4 R 1 2 3 45
e) o= €S, f) o= .
4 21 3 325 41
20. Determinati cate elemente are multimea M = {c. .o, .., 0", } in fiecare dintre
urmatoarele cazuri:
1 2 3) ) 2 3 4
a) o= €S, b) 6= €s,;
231, ° 4 2 3 1
1 2 3 45 2 3
¢) o= es,; d)o= _ 1€ s;;
4 5 2 31 2 3 ‘
) 1 2 3 4 g Ho 1 2 3 45 .
e) o= es,; = s S..
2 41 3) 12543
21. Determinati ' in fiecare dintre urmatoarele cazuri:
1 23 1 2 3 4) 1 3 4
a) o= S b) o= eS,; c)o= €S,;
2 31 4 2 3 1 2 1 3
1 2 3 1 2 3 4 R 1 3 4
d)o= €S, €) o= €S,; fHo= €.,
2 1 3 1 4 2 3 2 4 3

22. In multimea S; a permutarilor de gradul 3 se considera permutarile:

1 2 3 1 2 3) . 1 2 3)
U= , V= si w= .
1 3 2 21 3 312)

a) Determinati uv.
. . 3
b) Determinati w".
¢) Rezolvati ecuatia ux = v.

23. In multimea S5 a permutirilor de gradul 3 se considerd permutirile:

1 2 3 1 2 3) . 1 2 3)
a= , b= sic= .
301 2 2 1 3 2 3 1)

2) Determinati bc.
5) Determinati a®.
) Rezolvati ecuatia axb = c.
24 n multimea S; a permutirilor de gradul 3 se considera permutarile:

1 2 3 1 2 3) . 1 23
a= , b= si c= .
213 1 3 2 2 31

21 Determinati ba.

11



b) Determinati ¢'”.
¢) Rezolvati ecuatia ax = cb.

25. In multimea S, a permutarilor de gradul 4 se considerd permutarile:

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
U= , V= , w= :
1 4 2 3 2 1 3 4 3 4 2 1

a) Determinati uw.
b) Determinati v'"°.
c¢) Rezolvati ecuatia uxw = v.

26. Determinati care dintre urmatoarele perechi sunt inversiuni ale permutdrii

1 23 456
o= es:
3516 2 4

a) (1, 4); b) (1, 5); ¢) (4. 6);
d) (2, 4); e) (3, 4); f) 2, 6).

27. Determinati numirul inversiunilor fiecareia dintre urmatoarele permutéri din Ss:

(12345 1 2 3 4 5) 1 2345
a) o= ;  b)B= ;¢ 8= :
1352 4 4 351 2 2 4513
(1 23 4 5 12345 . (12345
d) 6= _ : e) W= ] ; DC= j .
325 1 4 531 2 4 4 513 2
28. Stabiliti care dintre urmatoarele permutari din Ss sunt impare:
1 23 456 1 23 4 5 6) 1 23456
o= ’Bz i_x: i 5
32561 4 52461 3) 125634
8_123456 8_123456 q)_1:3456
—265341’_645312’_L461532'

29. Determinati perechile (i, /) de numere naturale astfel incat urmatoarele permutéri sa

fie pare:

) 1 2 3 4eS b) 1 2 3 4 5 6 <

a : eS¢
1 i 2 j) ! 5 i 4 j 13 °°
1 2 3 4 5 1 2 3

c) ] ; d) eS
4 i 5 5 2 2 i N
1 23 4 5 6 1 2 3 4 5

e) o ] €S f) .
6 i 5 3 j 2 i 4 5 1 3

12



30. Determinati perechile (i, /) de numere naturale astfel incat urmétoarele permutéri sa
fie impare:

)1234eS b)lz s
a 5 € Jg ;
30 2 j) ¢ 6 i '

-t
W N
le)
~
N AN
[0S I
~ N

W

i
(=)
)

12
d)[il

3]
. €S3;
J

1 2
o 2

3 4
27
3 4
6 3

~.

m
()
L o

h
—~

31. Stabiliti care dintre urmatoarele permutari este impara:
24 25 26 27

48 50
24 25 26 27
47 49 2

a) o=

b) B=

1 2 3
2 4 6
1 2 3
1 35

4
8
4 ..
7
3

1 2 4

50 49 48 47

1 2 3 4
50 48 46 44

3
4
3
2

—
wN»——l[\)
_ Ak W b

24
23
24
21

24
27
24

4
25
26
25
28

1

25
26
25

2
26
25
26
27

3

4
26
25
26
49
27
28
27
26

27
24
27
47

50

49 )

o 1
50
49 )

48
45)

ayduel

Permutarea 0 € Ss se descompune in produs de transpozitii
0 = (13)(35)(24)(14).

17

a) Calculati 6(2) + 0(3).
b) Calculati 6(1) + 6(2) + ... + 6(5).

13. Permutarea 0 € Ss se descompune in produs de transpozitii astfel:

0 = (15)(26)(34)(24).
a) Calculati 0(3) + 6(5).
b) Calculati 6(1) + 6(2) + ... + 6(6).

34. Scrieti ca produs de transpozitii urmatoarele permutari:
1 2 3 1 2 3 45 1
a) o= :
21 3

b)B= ; ) =
P (1 325 4 .
. (1 2 3 4 1 2 3 45 (1
d) d= : €= . Do=
231 4 3415 2 té

W N s

N W - W

45_
jzj’
4
5

y

4 5 6
4 51

}

13



35. Rezolvati in mulfimea S; urmatoarele ecuatii:

St peytrupan , (1 23 , (123
a) x° = ; b) y° = ; c) z° = .
3012 3 2 1 123

36. Rezolvati in multimea S, urmatoarele ecuatii:

, (1 2 3 4 , (1 2 3 4 , (1 2 3 4
a) x° = ;o by = ; ¢z = ;
1 2 3 4 4 3 2 1 4 3 2

Matematicd de excelentd

[

37. Determinati ne N pentru care permutarea
_[1 2 3 4 .. n n+l n+2 ... 2n

este para.
2 46 8 ... 2n 1 3 .. 2n-1

38. Determinati ne N* pentru care permutarea
(1 2 3 4 . n n+l n+2 .. 2n
c=
-

| este impara.
g 3 5 7 .. 2n-1 2 B

)

39. Determinati e N pentru care permutarea
1 2 3 ...n .
= € S, este pard.
\n n—-1 n-2 1

!
40. Aratati cd numarul permutarilor pare de gradul » este egal cu Ly

41. Determinati permutarile ¢ € S, pentru care

o(l) _o(2) _ _a(n)
T T

42. Aritati ca pentru orice permutare G € S, existd ke N" astfel incat ¢* =e.

43.Daca H c S,, H # are proprietatea: Vo,1€ H = ote H , aratati ca:
Voe H=>o'e H.

44. Daca ¢ € S, n = 3, satisface egalitatea GT = TG pentru orice permutare T € S, aritati
cac=e.

45. Ardtati cd functia f:S; — S,, f(x)=x" nu este injectiva si nici surjectiva.

14



. 1 2
46. Rezolvati in Ss ecuatia ox = xo, unde © :(

2 3 45
31 5 4)

atisface, pentru orice 1<i< j<n, egalitatea
o(i)+0o(j)=i+j,atunci © este permutarea identica

1o

47. Aratati ca daca permutarea 0 € S, s

48. Determinati toate permutarile ¢ €

= 5 n > 3
2+0(2), ..., n+ o(n) sa formeze o progresie aritm

astfel incat numerele 1 + o(1),
49. Aritati ci pentru orice G € S, n 2 2, este adevaraia inegalitatea:

n>2,suma S(c)=Y a,-a

50. Se considerd numerele reale @, <a, <...<a,. Determinati pentru ce permutare © € S,,
5 ©Ste maxima.
i=l

1.2. Matrice

Breviar teoretic

e O matrice cu m linii si n coloane (sau matrice de tip (m, n)) este o functie
{1,2,3,....,mx{1,2,3,...,n} > C, f((i,j))=a,-j. Schematic, ea poate fi scrisd

an ap

N . S i any a
ib forma unui tablou cu m linii si # coloane de forma: 4= 22

de a;, cu i=1,m, j=1,n,se numesc elementele matricei 4.

Jbservatie: Multimea matricelor de tip (m, n) peste C (cu elemente numere complexe)
noteaz cu M, ,(C). Avem astfel: 4 € M,,,(C) sau 4=(a;), 1<i<m,1<j<n.

» Tipuri de matrice:

atrice linie sau de tip (1, n) — matrice cu o singura linie;

(atrice coloand sau de tip (m, 1) — matrice cu o singurd coloand;
(arricea nula O, , — toate elementele sunt egale cu 0;

arrice pdtraticd de ordin n sau de tip (n, n) — numarul de linii este egal cu numarul de
ane: in cazul de fatd, multimea matricelor se noteaza cu M,(C);

15



