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CAPITOLUL I. ELEMENTE DE ALGEBRA

1.1. Grupuri
1.1.1. Legi de compozitie

Breviar teoretic

e Lege de compozitie interni (operatie algebrica)
Dacd M este o multime nevida, atunci se numeste lege de compozitie (internd) pe
M orice functie f: M xM — M ; daca (pentru usurinta scrierii) in locul lui f se alege

un simbol, de exemplu ,,*”, atunci aceasta este lege de compozitie (internd) pe M dacd
pentru orice doud elemente x si y ale mulfimii A avem ca §i x* y este tot un element al

multimii M. Formalizat, aceasta se traduce prin: Vx,ye M= x*ye M.

> Remarca: Se mai spune, in aceste conditii, cd operatia ,, *” este lege de compozitie pe
multimea M.

> Observatie: Pentru a arita ci o lege nu este internd, e suficient sd gasim doud elemente
x,y € M pentru care x*y ¢ M.

o Hc M #J este parte stabili a lui M in raport cu legea ,, *” daca:
1) H # O,
2) Vx,yeH=>x*yeH.

¢ Tabla unei operatii
Daca ,,*” este o lege de compozitie pe o multime finita M ={a1,a2,...,an} si numarul

zlementelor acesteia este suficient de mic, se poate alcétui un tabel al compunerii oricaror
Zoud elemente:

* a a2 ................ a,

al al * al al * a2 ................ al * an
@G | H*a | *a a *ay,
a, a, * aq a, * a a, * a,

» Proprietiti ale legilor de compozitie

Daci | *” este 0 lege de compozitie pe M # O, atunci:

> legea este asociativa dacd x*(y*z)=(x*y)*z, Vx,y,ze M
=gea este comutativa dacd x*y=y*x, Vx,ye M

=gea are (admite) element neutru dacd Je € M astfel incit x*e=e*x=x, Vxe M



o daca legea admite si element neutru, notat cu e, atunci un element x € M se numeste

simetrizabil daci 3x’ € M astfel incat x*x' =x' *xx=e

© Observatia 1: Dacd ,,*” este o lege de compozitie asociativa pe M si daci ,,*” este
interna pe H — M , atunci ,,* ” este asociativa si pe H (proprietatea de ereditate).

© Observatia 2: Dacd ,,*” este o lege de compozitie comutativi pe M si dacd ,,*” este
internd pe Hc M, atunci ,,*” este comutativi si pe H.

o Observatia 3: Daca o lege de compozitie ,,*” are elementul neutru e pe M =, atunci
e este unicul cu aceastd proprietate (incercati sd demonstrati aceast afirmatie!).

© Observatia 4: Daca ,,*” are elementul neutru ee M si daca acest element neutru
apartine lui H — M, atunci e este element neutru pentru legea ,,*” pe H.

© Observatia 5: Dacad x admite simetric pe x’ in raport cu legea ,,*” pe M si daci
x’e Hc M, atunci x’ este simetricul lui x si pe multimea H.

© Observatia 6: Mulfimea elementelor simetrizabile ale multimii M in raport cu legea de
compozifie ,,*” se noteaza cu U(M).

© Observatia 7: U(M) este parte stabild a lui M in raport cu legea ,,*” si
(x*y)/ =y/ *x', Vx,yeU(M).
Exercitii si probleme de consolidare

1. Stabiliti care dintre urmitoarele operatii sunt legi de compozitie pe multimea M
indicata in fiecare dintre urmitoarele cazuri:

a) adunareape M ={2k/keZ}; b) adunareape M ={2k+1/keZ};
c) inmultirea pe M ={2k/k e Z}; d) inmultirea pe M ={2k+1/keZ};
e) inmultirea pe M ={3k/k eZ}; f) inmultirea pe M ={3k+1/keZ}.

2. Stabilifi care dintre urmatoarele operatii nu sunt legi de compozitie pe multimea M
indicata in fiecare dintre urmitoarele cazuri:

a) adunareape M ={5k+1/k e Z}; b) adunarea pe M ={5p/peZ};
c) adunarea pe M =M, (R); d) inmulirea pe M =M, (R);
e) scaderea pe M =N; f) adunareape M ={7p/peZ}.

3. Din nou: stabiliti care dintre urmitoarele operatii sunt legi de compozitie pe multimea
M indicata in fiecare dintre urmitoarele cazuri:
a) inmultirea pe M ={5p+1/ peZ};

b) inmultirea pe M ={-1,0,1};

¢) inmultirea pe M, = {E lke Z*},n eN" fixat;
n



d) adunareape M, = {E
n

/keZ*},neN* fixat;
k * *

e) adunarea pe M, ={—'/keZ },neN fixat;
n!

f) inmultirea pe M,, = {ﬁ' lke Z*},n eN* fixat.
n!

4. Studiati (si stabiliti) care dintre urmatoarele mul{imi P, sunt parti stabile ale multimii
numerelor reale in raport cu inmultirea acestora:

2) B ={2k/keZ}; b) B, ={2k+1/keZ};
&) P, ={3k/keZ}; d) B, ={3k+1/keZ)
e) B =[0,1]; f) B, =[-1,0].

5. Poate vi asteptati acum: stabiliti care dintre urmatoarele multimi F;, nu sunt parti
stabile ale multimii numerelor reale in raport cu inmulfirea acestora:

a) P, =[-11]; b) B =[-2,2];
c) R ={-1} d) Ro=Q;
2) By =R\Q; f) B,=Q\Z.

6. Studiati si care dintre urmitoarele multimi B, sunt parti stabile ale mulfimii
numerelor reale in raport cu inmultirea acestora:

2) B3 =(0,4); b) By ={a+bV2/abeZ;
) Rs={a+bJ3/abel}; &) Be={a+bV2/abeZ,a? 20" =1};

) B, ={a+b\/§/a,beZ,a2—3b2=1}; f) Pls={x2/er}.

7. Stabiliti care dintre urmatoarele operatii ,,*” sunt legi de compozitie pe mulfimea S
ndicata in fiecare caz: .

2) xxy=x+y,Vx,yeZ si $={0,1,2,3};

) xxy=x-y,Vx,yeZ si §={0,1,2,3};

Vx,yeZ si §={0,1,2,3};

£ x*y=max(x,y),Vx,yeZ si §={0,1,2,3};
r* y=min(x,y),Vx,yeZ 1 S ={0,1,2,3};
X =jv:x2 +y2,Vx,yeZ si S={O,1,2,3};

I x },‘ = ‘x—y



8. Aritati cd urmatoarele operatii ,,*” sunt legi de compozitie pe mulfimea S indicati in
fiecare caz:

a) x*y=(x,y),Vx,y e N" (cel mai mare divizor comun)
si §={aeN/a este divizor al lui 12};

b) x*y=(x,»),Vx,y € N* (cel mai mic multiplu comun)
si §={aeN/a este divizor al lui 12};

) x*y=xy—x-y+2,Vx,yeR s5i S=[1,00);

d) x*y=xy-2x-2y+6,Yx,yeR s5i §=[2,0);

e) x*y=xy-3x-3y+12,Vx,yeR si §=[3,0).

f) x¥y=xy—4x—4y+20,Vx,yeR si S=[4,0).

9. Acelasi enunt ca la exercitiul 7:

a) x*xy=xy—5x-5y+30,Vx,yeR si §=[5).
b) x*y=xy-3x-3y+12,Vx,yeR si §=[2,4];
c) x*y=xy—4x—-4y+20,Vx,yeR si S=[3,5];
d) x*y=xy-5x-5y+30,Vx,yeR si §=[4,6];

e) x*y:%,Vx,yeR,xy +-15i §=(-11).

f) x*y=4:::yy,‘v’x,yeR,xy¢—2 si S=(—2,2).

10. Fie multimea M ={0,1,2,3,4} si legile xoy=max(x,y), x*y=min(x,y),
xly=x+y+xp.
a) Alcituiti tabla lui Cayley pentru fiecare dintre aceste legi.

b) Verificati care din aceste operatii sunt legi de compozitie pe multimea M.
¢) Rezolvati in M ecuatiile: x02=3; x L 2=3; x*2=3.

11. a) Sd se arate ci multimea H ={1,a,a2},a=-ﬂ, este stabila fatdi de

inmultirea numerelor complexe.
b) S& se arate ca pentru ne N* multimea U, = {z eC'/z"= 1} este stabild fatd de

inmultirea numerelor complexe.

12. a) Sd se arate cd R\ Q nu este stabila fat3d de inmultirea numerelor reale.
b) Sa se arate cd Q\Z nu este stabili fata de inmultirea numerelor reale.

10



13. a) S3 se arate cd mulfimea M ={0,1,2,3} este stabild fatd de legea de compozifie
definitd pe Z prin x ® y = restul impartirii lui x+y la 4.

b) Sa se arate cd multimea M = {0,1,2,3,4} este stabila fatd de legea de compozitie
definitd pe Z prin x @ y = restul impartirii lui x+y la 5.

14. Sa se studieze dacd multimea K ={f,g},f,g:R—>R,f(x)=x,g(x)=1-x este
stabili in raport cu operatia de compunere a functiilor.

15. Sa se studieze dacd multimea L= {fm ‘RoR/f,(x)=mx+(1-m),me R} este

stabila in raport cu operatia de compunere a functiilor.

16. Se noteazi A=R" si se considerd functiile f,g,h,j:A—> A definite prin

f(x)=x,g(x)= l,h(x) =-x,j(x)= < . Sa se arate cd multimea J = {f,g,h,j} este
x x

stabila fatd de operatia de compunere a functiilor.

3 B

17. Se considerd multimea M =R\{—T,—} si functiile f,g,h: M — M definite

3
3
x+3 x-3

orin f(x)=x, g(x)=——+, h(x)= . S3 se arate ci multimea E ={f,g,h} este
prin /() =x,g() == () = —— t {f.2.h}

stabila in raport cu operatia de compunere a functiilor.

18. Se noteazd E=R xR si se considerd multimea K= {IE,u,v, w} ,unde u,v,w:E > E
sunt definite prin u(¢) = (x,—y),v(?) = (—x,»),w(t) =(-x,—y), Vt=(x,y) € E. Sa se arate
=2 multimea K este stabila fata de operatia de compunere a functiilor.

19. Si se arate cd multimea E a matricelor de forma (g bj’ a,beR este parte stabild a

=i M, (R) in raport cu inmultirea matricelor.

0 0
M. Sa se arate cid multimea F ={[

) )/aEIR,i2 =-—1} este parte stabild a lui
i-a a

4 (C) in raport cu inmulirea matricelor.

11



b
21. Sa se arate cd multimea M = {( ab j/ abeQ,a’ +b* = 1} este parte stabild a lu;
= a

M, (C)in raport cu inmultirea matricelor.

3b

22. Sa se arate cd multimea P = {(z
a

)/ a,be R,a2 ~3b% = 1} este parte stabili a lui

M, ((C) in raport cu inmultirea matricelor. Puteti determina numirul elementelor
multimii P?
2m 4n

23. Sa se arate cid mulfimea S =
Sn 2m

J/ m,n e Z} este parte stabild a lui M, (C)

in raport cu adunarea matricelor. Este afirmatia adevirati si pentru inmulfirea matricelor?

1+6¢f —4¢

24. Sa se arate ca multimea T =
9 1-6¢

j/ te Q} este parte stabild a lui M, (C)

in raport cu inmultirea matricelor.

sint
. . cost —— .
25. Se noteazd cu G mulfimea matricelor A(f) = 2 |,teR. Sa se studieze
—2sint cost

dacd G este stabila fatd de inmultirea matricelor.

, o 0 -1 -1 0 0 1 1 0
26. Se considerd matricele A= ,B= ,C= Ay = . Sa se
1 0 0 -1 -1 0 0 1

arate ci H ={A,B,C,12} este parte stabild a lui M,(C) in raport cu inmultirea

matricelor.
1 x ax®+bx
27. Sa se determine a,b,c€R pentru care multimea H =4{|0 1 cx /xeR
00 1
este parte stabild a lui M, ((C) in raport cu inmultirea matricelor.
l+4g 0 6g
28. Sd se arate cd multimea G = 0 0 0 |/ge (—l,oo) este parte stabild a
-2g 0 1-3g

lui M;(C) in raport cu inmultirea matricelor.
12
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29. Pe mulfimea numerelor rationale pozitive Q, se defineste o operatie ,,*” care

satisface, pentru orice x,y,z,t € Q, , urmitoarele egalitati:
o) (v )-(200)= () * (1)
b) x*x=1;
c) xxl=x.
Si se calculeze 48*16.

30. Si se studieze daca multimea G = {z eC/z= E} este parte stabila a lui C in raport

cu inmultirea numerelor complexe.

31. Sa se studieze daca multimea H ={z eC/ |z—1| =1} este parte stabild a lui C in

raport cu inmultirea numerelor complexe.

32. Si se studieze dacd mulfimea J = {z e C/Re(z) >0} este parte stabild a lui C in

raport cu inmultirea numerelor complexe.

33. S se arate ci adunarea numerelor complexe este o lege de compozitie pe mul{imea

A= {x +iy/x,ye€ R,i2 =-1,x20,y2 0} , dar inmultirea nu este.

34. Si se studieze comutativitatea si asociativitatea urmatoarelor legi de compozitie
definite pe multimile M indicate in fiecare caz:

a) M=7Z, xxy=x+y+xy,Vx,yeZ,

b) M=R, x*y=xy—x+y,Vx,yeR;

) M=C, x*y=xy+i(x+y),Vx,yeC;

) M=7Z, xey=x+y+2xy,9x,y € Z,

) M=R, x*y=xy—4(x+y)+20,Vx,yeR;

HM=C, xxy=x+y+ixy,Vx,yeC.

. Sa se studieze comutativitatea si asociativitatea urmitoarelor legi de compozitie

finite pe multimile G indicate in fiecare caz:

2) G=7Z, x*y=max(x,y),Vx,yeZ;

5) G=Z, x*y=min(x,y),Vx,yeZ;
G

Z, x*y=3x+2y,Vx,yel,

- -
N
Ao

5 G=[0,0), x*xy=4/x-y,Yx,y€C;
G=M,(C), A*B=AB+BA,VYA,BeG;

5=M,(C), A*B=A+B+1,,V4,BeG.

13



36. Sa se studieze comutativitatea §i asociativitatea urmitoarelor legi de compozitie
definite pe multimile H indicate in fiecare caz:

a)H=Q\{2},x*y=x+y—%,Vx,yeH;

b)H:(O,oo),x*y:\3/x3+y3,Vx,yeH;

1+ -
C)H = {( i q “ j/ ae Q} , legea de compozitie ( ? ) este inmultirea matricelor;
a -a

dH=R,", xAyz’“;—y,Vx,y eR,*;

eH=N"x1y=x"Vx,yeH,;
HH =NxN, (x,y)*@,v) = (xu+yv,xv+ yu),V(x, y),(u,v) € H.

37. Sé se determine perechile (a,b)e RxR pentru care urmitoarele legi de compozitie
definite pe multimile M indicate sunt asociative si comutative:

a) M=R,x*y=ax+y,Vx,ye M;

b) M =R,x*y=xy+2ax+by,Vx,ye M;

) M=Q,x*y=x+y+axy,Vx,ye M;

d) M=R,x*y=xy+ax+by+2,Vx,yeM;

e) M=C,x*y=xy+a(x+y)+1+bi,Vx,y e M;

f) M=M,(C), A*B=AB+ad+bB+2I,,VA4,Be M.

38. Pe multimea P a punctelor unui plan se defineste legea de compozitie
f:PxP—>P, f(4,B)=C, unde C este simetricul lui 4 fatd de B. Si se studieze

asociativitatea si comutativitatea legii definite.

39. Sa se studieze care dintre urmatoarele legi de compozitie, definite pe mulimile M
indicate in fiecare caz, admit element neutru:

a) xoy=|x—yl,x,yeZ si M=7;
b) xay=2x+2y+2xy+1,x,yeR si M =R,
C) x*y=xy+i(x+y),Vx,yeC si M=C;

d) aObziab—Za—2b+24,a,be@ si M =Q;

e) cvd=%ab—a—b+6,a,be@si M=Q;

D) uow=uw-3u-3w+12,u,weR si M=(3,oo).

14



40. Sa se studieze care dintre urmitoarele legi de compozitie, definite pe multimile P
indicate in fiecare, caz admit element neutru si, dacd este posibil, si se determine
elementele simetrizabile:

a) x*y=x+y+ixy,Vx,yeC si P=C;

b) xay=2xy—-x-y+LVx,yeR si P=R;

¢) xVy=3xy-5x-5y+10,Vx,yeR si P=R;

I-x 0 x
d) inmultirea matricelorsi P=4| 0 0 0 |/xeRy;
x 0 1-x

z) (x,y)o(u,v)=(xu,yu+v),V(x,y),(u,v)erZ si P=7ZxZ,

- . . a bi 2
f) adunarea matricelor §i P= |/a,beR,i” =-1;.
0 a+bi

x 0 x
41. Sa se arate ci multimea M =40 0 0|/xeQ} este stabild fatd de inmultirea din

x 0 x

M;(Q). Are inmultirea element neutru pe M? Dacd da, determinafi elementele
simetrizabile din M fatd de inmul{irea matricelor.

42. Determinati elementul neutru al legii de compozitie definite pe M =(1,00) prin
cxy=(x-DROD 41 vy, ye M.

x 0 x
43, Se considerd multimea M ={|0 0 0|/xeC}. Si se determine simetricul

x 0 x
LA
4 4
slementului 4=|0 0 O | in raport cu legea de compozitie indusd de inmulfirea
fgl
4 4

matricelor pe M.

44 Sa se determine elementul neutru al legii definite pe M=RxR prin
:.b)*(c,d)=(ac+a+c,bd+b+d),V(a,b),(c,d)eM.

45, Sa se determine a,beR astfel incit legea de compozitie ,,*” definitd prin
r*y=xy+5x+ay+b,Vx,y€R si admitd element neutru.
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