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Restul a fost opera omului dupa ce Dumnezeu a creat
Numerele naturale

Intelegerea in profunzime a axiomelor lui Peano, diversitatea formelor de
scriere a numerelor naturale, observarea unor clasificdri rezultate din impar-
tiri a creat si pentru clasa a VII-a o problematicd deosebit de variata, mereu
surprinzdtoare, in care numerele naturale si proprietatile lor incanta, fasci-
neazad, provoaca.

1.

22

. Determinati ultimele trei cifre ale numarului

Exista numere naturale a si b pentru care na+ (n+1)b=n(n+1),
neN?

. Determinati restul impadrtirii numarului n(n +1)(n +2) la n—1, unde

neN, n>2.

. Consideram numerele a si b naturale a>b. Notdm cu C si R catul si

restul impadrtirii lui na la (a —b). Scrieti impartirea lui nala (a-b).

. Doua numere diferite N, si N, au fiecare cate 100 de cifre si anume

40 de cifre de 1, 30 de cifre de 2, 20 de cifre de 3 si 10 cifre de 4.
Ne intrebam:
Este posibil ca unul dintre numere sd fie multiplul celuilalt?

. a) Dacd un numar natural poate fi exprimat ca suma de trei patrate de

numere naturale, atunci orice putere naturald a acestui numar se
poate exprima ca suma tot de trei patrate.
b) Incercati o generalizare.

. Comparati sumele: 200" +243'" cu 216" +225"".

72017.

- Determinati numerele a,a,...a, cu proprietatea:

6a,a,...a,=4 - a,a,...a,6.

. Demonstrati cd pentru orice numar n compus, numarul 111...1 este

la randul sdu un numar compus.  cifre



13.

14.

16.

19.

). Care este cel mai mic numadr n pentru care numarul 122...22 1 se

divide cu 999 999 999? denori

. Patratul unui numar este 11...1222...25. Aflati numarul.
—_— H

nori n+1ori

. Numadrul A are 2n cifre toate egale cu 4, iar numarul B are n cifre toate

egale cu 8.
Sd se arate ca A + 2B +4 este un patrat perfect pentru orice n > 1.

Se dd numarul N=33...3400...0 66...6 7.

At Nt Nt

n ori n ori n ori
Demonstrati cd N = 33...34°+ 66...67°.
n or1 n or1

Demonstrati ca:

a) numadrul 44...4 22...2 sepoate scrie ca un produs de doua numere
——t Sy

n cifrede 4 n cifre de 2

consecutive;

b) numarul 11...1 55...5 se poate scrie ca un produs de doua numere
ncifrede1 p cifre de 5

impare consecutive.

. Caredintrenumerele: A=11...144...4; B=44...4 88...89 sunt patrate

—_— | NSNSy SRS
perfeCte? n ori 2n ori n ori n-1 ori

2

Care dintre numerele: A=1"+22+3%+...+1000'" si B=2% estemai
mare?

. Care sunt ultimele patru cifre ale numarului N=4-3%+5.4%?

. Un numdr natural este compus din 2020 de cifre de 6.

Care este suma cifrelor pdtratului sau?

Dacd m si n sunt numere naturale, ardtati cd numarul 5" +5" se poate
scrie ca o suma de doud pdtrate perfecte daca si numai daca m sin au
aceeasi paritate.

. Determinati n € N astfel incat numerele n, n+2, n*+4, 7n+2 si

9n + 2 sa fie simultan prime.

23
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22.

23,

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

. O multime A este alcdtuitd din 5 numere naturale distincte. Se stie ca

multimea sumelor obtinute prin adunarea a cate doua elemente dis-
tincte din A este alcatuitd din 7 elemente.
Aratati ca suma elementelor multimii A este divizibild cu 5.

Ardtati cdin produsul 1! - 2!- 3! - 4! . ... - 100! se poate sterge unul din-
tre factorii k! astfel incat produsul care raméane sd fie un patrat perfect.

Existd numere naturale impare x, y, z astfel incat numerele xy + 1, yz + 1
si zx + 1 sd fie patrate perfecte?

Sa se arate ca 89° > 988,

Séd se demonstreze cd unul si numai unul dintre numerele 2***! + 2" 4 1
sau 2”1 — 2" + 1 se divide cu 5.

. - 5 56 . . v ~
Demonstrati cd suma 3* +4° poate fi scrisa ca un produs de doui
numere mai mari decat 10**”,

Consideram 8 gramezi formate fiecare dintr-un numdr diferit de pie-
tricele fatd de celelalte 7. Se stie ca pietricelele oricarei gramezi pot fi
distribuite celorlalte 7 astfel incat, dupa redistribuire, numarul pietri-
celelor sa fie acelasi in fiecare gramada.

Care trebuie sd fie numarul minim de pietricele din gramada cea mai
numeroasa?

Sa se afle toate valorile numerelor naturale x, Y, z pentru care
4" + 4% + 4 este un patrat perfect.

Demonstrati cd exista un numar natural scris cu mai mult de 999 de
cifre nenule, care nu-si schimbd multimea divizorilor primi prin schim-
barea intre ele a primei cifre cu ultima cifra (si care sunt diferite).

Demonstrati cd exista numai 11 numere naturale de forma:

aa...abcc...cd,

H—J
n cifre n cifre

n >3, n € N, patrate perfecte.

Demonstrati ca pentru orice n € N, cel putin unul dintre numerele
n,n+1,..,2n-1,2n este patrat perfect.
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33.

34.

w
(o))

w
~N

39.

2. a) Se considerd numerele naturale x si y, astfel incat 3x + 4y si 4x + 3y

sunt ambele patrate perfecte.
Sa se arate ca ambele numere x si y sunt divizibile cu 7.

b) Daca x si y sunt pétrate perfecte, 3x + 4y si 4x + 3y nu pot fi simultan
patrate perfecte.

Doud numere naturale sunt cuprinse intre doua patrate consecutive.
Aratati ca produsul celor doud numere nu poate fi patrat perfect.

Fie a, b, c € N nenule si diferite. Demonstrati cd daca
[0 0] =[b; ] - [a; c] si (a;b) = (a; c) = (b c)
atunci a - b este patrat perfect.

- Demonstrati ca exista un multiplu al numarului 2017 care se scrie

numai cu cifraa (1<a<9).

- Determinati numaérul natural n pentru care (3" +5"") | 3" + 5",
.Dacan=a’+b*+c atunci i’ =x* + 2+ 22 (a, b, ¢, x, y,z e N,

- Existd numere naturale x si y astfel incat si numerele x +y, 2x + y si

x + 2y sd fie simultan patrate perfecte.

a) Aratati ca: 13| 11...1
H—J
2017 cifre de 1

b) Determinati valorile lui n pentru care 13|55...51.
—

nde5

. Demonstrati c pentru orice n € N, numérul n° — 1’ se divide cu 2° — 22,

. Demonstrati ca numarul 10011...13 este un numar compus, oricare

A ——
arfin e N". n del

- Dacd numerele x, y, z alcdtuiesc o tripletd pitagoreicd, demonstrati ci:

60 | xyz.

- Demonstrati ca: 2"| (1 +1)(n +2)...(n + n — 1)(n + n) pentru orice n e N.

- Existd numere prime p astfel incat p* + 1147 < 68p?

25
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46.

47.

48.

49,

50.

Demonstrati ci 2"2|3% -1.

Aratati cd 23 f 2" +1, oricare ar fin € N.

Fie numerele a, = 1010...01.
[ —

n

Determinati n € N pentru care 4, este numar prim.

Fie a, b numere naturale. Comparati numerele

a+b

x=a""+(@+b) si y=a"+(a+b)"".

Fie x si y dou numere naturale nenule, astfel incat 9 +9"*2<2 - 3.
Demonstrati ca 41 |3+ 3.

1 (n* +2)(m* +4)

0 nu este numar natural, oricare

Aratati ca numaru

arfi m,n e N.

. Fie p si ¢ doud numere impare consecutive.

Demonstrati cd p +q|p’+¢’.



Recunoasterea tuturor diferentelor a condus pana la urma la o acceptare:

Numerele intregi

Recunoscandu-se cu greu simetria axei numerelor, numerele negative s-au
impus tarziu in matematicd.

In lucrarea sa , Aritmetica”, consideratd un apogeu al algebrei elene, Dio-
fante afirma cd ecuatia 4x + 20 = 4 este absurda de vreme ce numai un numar
care nu-i natural (4 in limbajul de acum) indeplineste egalitatea.

De abia in secolul al XVI-lea Cardano, in lucrarea sa ,, Ars Magna”, recu-
noaste existenta solutiilor cu numere negative si stabileste regula semnelor.

Acceptarea numerelor intregi negative, ,,asamblarea” lor cu numerele cu
care numdrdm a permis evidentierea multimii Z, a numerelor intregi, extin-
derea unor proprietdti ale multimii N, dar si relevarea unor proprietéti specifice,
legate de existenta lor, de congruenta lor, de modul, de reguli ale semnelor.

[\

. Demonstrati ca: (

1
2m+3 2n+3

jeZ m, n € N, numai daca m = n.

Daca x,y e Q, x,ye Z si x+y € Z, atunci x,y € Z.

3. Aradtati cadaca x;, xy..., x, € (-1, 1} si xx, + 2,0, +...+ x,_ %, +x,x, =0,

atunci 4|n.

. Fie x,y € Z, astfel incat x°+ 1+ (x + )’ + 30xy = 2000.

Demonstrati ca x + y = 10.

Dacd numerele intregi x si y verificd relatia |x+y!| > |1+ xyl, atunci
unul si numai unul dintre numerele x sau y este nul.

Fie x,y,z € Z, astfel incat y(x +y) —z(x + z) = 5.
Demonstrati ca |x +2yl =6 si |x+2z| =4.

n-2018 - 2016
2016 2018

Determinati n € Z, astfel incat

27
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10.

11.

12.

13.

14.

1

1

5.

6.

N

At . y 5w N2F3
Determinati numarul natural n € N astfel incat V2.+3Vn

———— sa fie un
numar intreg. 2\/5 - ‘/;

Daci x, y € R’, astfel incat 5x° + 2x* = 2y’ + 5xy°, demonstrati cd

3

ok A

4x + 3y

Determinati multimea A={xeZ Sl 13 YA
x ——

Fie multimea M = {a;; a,...;a,} cu elementele numere intregi.

Demonstrati cd multimea M are cel putin o parte nevida cu proprieta-
tea cd suma elementelor sale se divide cu n.

Arétati cadacd a,b, ¢, d sunt numere intregi cu suma 0, atunci numarul

m= \/(bc —ad)(ac —bd)(ab—cd) este un numadr intreg.

Demonstrati ca nu existd numere intregi distincte a, b, ¢ pentru care
{a;b;c}={a-b;b—c;c—al.

Utilizati proprietati ale numerelor intregi pentru a demonstra ca daca:
Din triunghiuri echilaterale congruente mici albe si rosii se
formeazd un triunghi echilateral mai mare, astfel incat fiecare
triunghi colorat are laturi comune numai cu un numar par
de triunghiuri albe, atunci triunghiurile mici din varfurile tri-
unghiului mare au aceeasi culoare.

Fie 10 numere reale diferite. Ludnd cate doua numere, se alcatuiesc
45 de sume, dintre care 40 s-a constatat ca sunt numere intregi.
Demonstrati ca si celelalte cinci sume sunt tot numere intregi.

Unde este greseala?
Demonstrati ca dacd x, y sunt numere Intregi, astfel incat X +x= 2y2 +Y,

atunci x +y+1 si 2x +2y +1 sunt patrate perfecte.

,Solutie”
Fie x,y € Z, astfel incat x> +x=2y"+y.



Scriem egalitatea sub formele
(F-yx+y+1) =y’
x-y2x+2y+1) =y
apoi, efectuand produsul lor, obtinem:
(X -y’ +y+1)(2x + 2y + 1) = x4~
Dacd x=y, atunci x=y=0, iar x+y+1=1 si 2x+2y+1=1, asadar
sunt patrate perfecte.
] ' x2 yz ‘
Daca x #y, atunci (x+y+1)(2x+2y+1)=—>—, deci
(x+y+1)2x+2y+1)
este pdtratul unui numar rational si, fiind un numar intreg, rezulta ca
este un patrat perfect.
Dar pentru cd 2(x +y +1) - (2x +2y + 1) =1, numerele x +y + 1 si
2x +2y +1 sunt relativ prime si, avand produsul un patrat perfect,
fiecare dintre ele este un patrat perfect.
Ceea ce trebuie demonstrat.

Contraexemplu:

Cu toate ca pentru x=-3 si y=-2 arelocegalitateax’ +x =21* +y = 6,
numerele x+y+1=-4 si 2x + 2y +1=-9 nu sunt patrate perfecte.
Oare unde s-a gresit?
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