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1.1. Notiuni fundamentale

Notiunea de multime
In viata de toate zilele folosim mereu aceastd notiune:
" La piatd este o multime de oameni

(sunt citeva persoane, putem numdra céte).
® In cadi s-a strins o cantitate de apa

(este multd apd in cadd, nu putem numdra cati).
Cel care a introdus notiunea de mulfime in matematica a fost
GeorG CANTOR (1845-1918):

O multime este o colectie de obiecte determinate ale gandirii
noastre caracterizate prin anumite proprietdti comune.
Aceste obiecte formeaza elementele multimii.

EXEMPLE:

® Multimea paginilor acestei carti

= Multimea literelor alfabetului

® Mulfimea numerelor prime

* Multimea punctelor unui segment de dreapti

|

Folosirea notiunii de multime definiti de Cantor poate duce |
contradictii. De aceea, in matematica actuald notiunea d
mulfime este consideratd o nofiune fundamentald care nu m

trebuie definitid. Ceea ce putem face este si dim unele axiom
privind modul de constructie a unor multimi. Cu ajutor

notiunii fundamentale de multime se definesc toate celelalt
obiecte matematice.

Multimi

EXEMPLU: Bisectoarea unui unghi este formati din mul{imea
tuturor punctelor situate la egali distan{d de laturile unghiului.

Reprezentarea mulimilor

Notatii

* Multimile se vor nota de obicei cu literele mari ale alfabetului:
A, B, Ml, M, etc.

" Elementele mul{imilor se vor nota cu litere mici:
a, b, x,, x, etc.

* Daci elementul x aparfine multimii A, vom scrie: x € A.
Cititi: ,.x aparfine multimii A” sau ,.x este un element al
multimii A”,

| * Daci elementul y nu apar{ine multimii A, vom scrie y & A.

Cititi: ,,y nu apartine mulfimii A” sau ,,y nu este un element
al multimii A”.
Descrierea prin cuvinte
EXEMPLU: Multimea tuturor pitratelor perfecte mai mici decét
100. C4nd definim o multime prin cuvinte trebuie si fim atenti
ca sensul cuvintelor sa fie foarte clar, adica sd nu se poata inter-
preta in mai multe feluri. Acesta este un lucru mult mai greu decét

{ pare la prima vedere.

EXEMPLE:

" Mulfimea tuturor tinerilor din satul A.
(Exprimare imprecisa: Ce inseamna ,,tinar”?)

* Multimea tuturor persoanelor din satul A cu varsta cuprinsd
intre 15 §i 25 de ani.
(Exprimare precisd: Poate ci ,tdnadr” nu inseamnd ,intre
15 si 25 de ani”, dar cel putin mulfimea este bine definitd.)

Descrierea prin enumerare
Se scriu intre acolade elementele multimii.

EXEMPLU:
M, ={1;2;3;4 56, 7; & 9}

Daca nu putem scrie toate elementele §i nu este niciun pericol de
confuzie, punem ,,..."



Multimi

=

EXEMPLE:

=M, = 115355, 5999

In cuvinte: multimea numerelor naturale impare mai mic
decat 1000.

Sensul punctelor de suspensie (...) este ci se continui ct
enumerarea numerelor impare pina la 999. Pentru ca regul
dupa care se formeazi elementele mul{imii si fie clard, se reco
mandd a se scrie mécar patru elemente inainte de a se pun
punctele de suspensie. Altfel s-ar putea sd apard confuzii.

M, ={3:5,7:...:19}

Nu este clar cine este M,?

Toate numerele impare pand la 197 Toate numerele prime de
la3la19?

Toate numerele pe care le-am scris sunt prime.

Pentru a evita asemenea confuzii, este bine ca in acolade s
scriem §i proprietatile de definitie ale elementelor multimii p
care incercam sa o descriem.

Aceasta se poate face in mai multe moduri.

EXEMPLE:
=M, ={\x=2n+LneN;0<n<10}
u Msz{x\xeP;2<x<20}; P este multimea numerelor prime,

Reprezentarea graficd a multimilor
Adesea multimile se reprezinti prin curbe inchise (DIAGRAM
EULER-VENN). Reprezentarea aceasta este deosebit de utild cin
avem de-a face cu operafii cu multimi sau cu relaii intre dou3
sau mai multe multimi (7 pag. 13).
EXEMPLE:

n Ms: {355: 70115 13217 19}

+

0 e e 17 19

Diagrama Euler-Venn

]

H

Multimi

" M,={x\x€eR-3<x<+3} (Apag24)

A}
—

+3

—>

[
)
=3
Relatii intre mul{imi
Egalitatea multimilor

0

Spunem ci doud multimi sunt egale daca si numai dacd ele au
aceleasi elemente. Scriem ca A = B.
Citim: ,Multimea A este egald cu mul{imea 8"

EXEMPLU:
M,={x\x=2n-1neN;1<n<5}

M, ={x\x € P;2 <x<8}; Peste multimea numerelor prime.
M, =M,

Relatia de incluziune

Daca toate elementele unei multimi A sunt si elemente ale altei
multimi B, atunci spunem ca multimea A este inclusa in multimea 5.

ACB,
BDA.

" Mai spunem si cd A este o submultime a multimii B
" saucd B este o supramultime a lui A.

Elementele multimii B care nu apartin si multimii A formeaza
multimea diferentd B\ A. Dacd A C B, multimea B \ A se mai
numeste si complementara multimii A fata de B.

EXEMPLU: Cu multimile noastre de pand acum:
M, C M,

reprezentarea printr-o
diagrama VENN

Daci A C Bsi A # B, spunem ci A este o submulfime proprie a
lui B sau cé B este o supramulfime proprie a lui A.

£XEMPLE: Cu mulfimile noastre de pind acum:
" M, este o submultime proprie a lui M,
* M, este o supramultime proprie a lui M,



14 multimi

Daci vrem sd scriem cd A este o submultime nu neaparat proprie g XEMPLU:

lui B (deci poate si §i coincidd cu B), atunci folosim notatia A C B§P =1{2; 3; 5 7, 11; 13; 17; 19; 23; ...}

Daci A este submulfime a lui B, atunci B este supramultime a lui Ld 4 4 d bt
INt=={T: 25 Bau. B4 TSR G- 00 B 01 L &l

EXEMPLU: Cu mul{imile noastre de pind acum:
A se vedea M, si M, de pe pagina 13.
M, C M. In plus: M, C M..

Asemenea multimi se numesc mulfimi infinite numdrabile.

Orice multime infinitd numarabila este echipotentd cu N.

Cardinalul unei mulgimi

Numirul de elemente ale mul{imilor M, M, sau M, este finit. § Rezultd cd P ~ N; Este interesant c P este 0 submul{ime proprie

i lui N si cu toate acestea cele doud mulfimi sunt echipotente.
Acest lucru caracterizeazi mul{imile infinite: pot fi echipotente
cu submultimi proprii ale lor. In cazul mulfimilor finite acest
lucru este imposibil. De aceea este bine de refinut ca nu toate
reprezentdrile pe care le avem noi despre multimi finite se aplica,
automat, si la mulfimi infinite.

In plus, existd mul{imi infinite care nu pot fi enumerate. Aseme-
nea mulfimi se numesc nenumdrabile.

ixEmpPLU: M, (7 pag.13) si R (multimea numerelor reale)
nu sunt numadrabile. Acestea sunt multimi nenumdrabile.

Daca o multime are un numar finit de elemente, atunci ea se
numeste finita,

Numadrul de elemente ale unei mulfimi finite se numest
cardinalul mulfimii. Se mai numeste si puterea multimii si s
noteazd |A| sau card A. Citim [A| = numdrul de elemente ale
multimii A = cardinalul multimii A = puterea multimii A. Dac
A are n elemente, atunci cardinalul sdu este n.

EXEMPLU: M, = {3;5; 7} are cardinalul 3.

Doua multimi finite A si B se numesc echipotente dacé au acelasi
cardinal, adicd acelasi numdr de elemente. Scriem A ~ B,
Pescurt: A~B< |A|=]B]|

Dacd o multime nu are niciun element, o numim multimea vidd.
Multimea vid4 se noteazi cu @.

Prin conventie, toate multimile contin multimea vidi: @ C M,
indiferent de M.

;,);E_M{T;.: ; 9} 1.2. Operatii cu mulgimi

Ml a {3l 5j 7. ; 11; 13; 15; 17; 19} i cu mulfimile se pot face Dper?‘;ii. SunAt cuno:?cute -og)erav’;ulle cu

ol e R R R numere, cum ar fi adunarea, sciderea, inmultirea gi impirtirea.
: 4 Cu multimile se pot face urmatoarele operatii: reuniune, dife-

l MI ~ M4, dar Ml #* M4; Echipoten;a ,;;i egalftatea |'vn;5., intersectie, produs cartezian.

multimilor sunt lucruri diferite! ; G
Reuniunea multimilor

Multimile M, (71 pag. 13), N, P= {x €N : x este prim} contin g

infinitate de elemente. Nu existd niciun numér natural # in as Prin reuniunea a doua multimi A si B se intelege acea mul{ime care

fel incat si putem spune ci ele au n elemente. Totusi, pentr contine toate elementele multimilor A sau B. Reuniunea se noteaza
- ST y N iR h P f cu A U B. Citim ,A reunit cu 8”.

anumite mulfimi infinite este posibil si le punem in corespon

denta cu multimea numerelor naturale si deci si le enumerim.




Multimi

EXEMPLU:
AR 52 B}
B ={4;5; 6}
AUB=1{1;2;3;4; 5; 6}

AUB

Daci A §i B nu au niciun element comun, spunem ci A siB s
disjuncte. Daca ele nu sunt disjuncte, atunci cind enumers
elementele multimii A U B sd avem grija ca elementele comu
multimilor A si B sd fie scrise o singura data.

EXEMPLU:
C={1; 2; 3; 4; 5}; cardinalul: 5
D =1{3;4;5;6;7;8;9}; cardinalul: 7

CUD={1;2;3;4;5;6;7; 8 9}; cardinalul: 9

cubD

Diferenta mulgimilor

Prin diferenta a doua multimi A si B se intelege multimea acelor
elemente din A care nu sunt elemente ale lui B. Notdm diferenta
dintre multimea A si B cu A \ B sau A — B. Citim ,A minus B".

EXEMPLU:
A=z 2:3::4:5} A
B={45;6;7}

A\B=1{1;2; 3} A\B

Multimi

Daci A si B sunt disjuncte, atunci A\B = A.

EXEMPLU:
A=1{1;35;7; ...}; (numereleimpare)
I ={0; 2; 4; 6; ...}; (numerele pare)

AB=1{1;3:57; ...}

A\B

Intersectia multimilor

Prin intersectia a doua multimi A i B se intelege acea multime care
contine toate elementele comune multimilor A si B. Intersectia se
noteaza cu A N B. Citim ,,A intersectat cu B”. Pe scurt: x€E AN B =

XE AsixE B.
Q :

ANB

EXEMPLU:

A =1{1;2; 3;4; 5}

B = {4; 5; 6; 7}

AN B={45) A

Daci A si B sunt disjuncte, atunci intersectia A N B este vida.
Motivul este cd niciun element nu apartine si mulfimii A, si
mulfimii B.

IXEMPLU:

A ={1; 35 5; 7; ...}; (numerele impare)

B =1{0; 2; 4; 6; ...}; (numerele pare)

ANB=g@

b b
ANB=@



Multimi

Produsul cartezian a doua mulgimi

Prin produsul cartezian al multimilor A si B se intelege multimea
perechilor (@, b) cu'a e A silb € B. Produsul se noteaza cu A x B,
Citim ,A produs cartezian cu B”. Perechea (g, b) se mai noteaza si
(a; b) sau (a | b).

EXEMPLU: A=1{1;2;3} B={4;5}
AxB={(1;4),(1;5), (2;4), (2; 5), (3;4), (3; 5)}
cardinalul lui A:

3
cardinalul lui B: 2
cardinalul lui A x B: 3

Cardinalul produsului cartezian A x B este intotdeauna egal ¢
produsul cardinalelor celor doud multimi A §i B.

¥ Nu confundati perechea (a; b) cu multim
{a; b}! Sunt lucruri cu totul diferite! In cazul perechii (a; b) or
nea conteazd, iar in cazul multimii {4; b} ordinea nu conteazi.
EXEMPLU: (1;4)# (4 1), dargi{1;4} ={4; 1}

Se poate face produsul dintre o multime M si ea insdgi. Atun

acesta se noteazi cu M x M = M? sau cu M2,

EXEMPLU: ‘[

M ={1;2;3;4; 5}

M2={(1;1), (1;2), ...
-+ (5;4), (5 5)}

Multimea produs se poate
reprezenta intr-un sistem
plan de coordonate; punctele
ei formeaza un dreptunghi.

(5.5)
(5.4)
O ¥
[ (222 T

= N W b WU

[ dneEney

123 4 &

P inpicATIE:  Functiile (A1 pag. 36) sunt submultimi propr;
ale planului R x R.

Multimi

Perechile (a, b) pot fi privite si ca mulfimi ordonate (7 pag. 21).
[Dacd vom gandi aga, atunci mulfimea produs cartezian devine o
multime de multimi, un sistem de mulfimi, adici o mulfime ale
tlirei elemente sunt din nou multimi.

Multimea partilor unei multimi
() altd mulfime importanti este multimea partilor unei multimi.

Prin multimea partilor unei multimi A se intelege mul{imea tuturor
submultimilor sale. Se noteazd cu P,. Pe scurt: P, = {B : B c A}. Se
mai numeste si multimea pértilor lui A.

IXEMPLU:
A=11;2; 3}
P, =1{9, {1} {2}, {3}, {1; 2}, {1; 3}, {2; 3}, {1; 2; 3}}

lllementele acestei multimi nu sunt elemente ale lui A, ci sunt
submultimi ale Iui A: submultimi cu un singur element {1}, {2},
cu doud elemente {1; 2}, {1; 3} etc.

De remarcat ci mulfimea vidd trebuie sd apartind oricarei
mulfimi P, deoarece ea este submultime a oricirei multimi. De
asemenea, multimea totald A trebuie si apartind mul{imii
pirtilor deoarece A este propria ei submultime (este adevérat ca
nu proprie).

() multime cu # elemente are intotdeauna 2" submultimi. De
aceea [P, | = 2/4L

EXEMPLE:

* In cele exemplificate mai sus: multimea putere P, are puterea
2%=8,deoarece A are exact 3 elemente, deci A are 8 submultimi.

* M= {a; b}
Cum |[M| = 2, numirul de elemente din P,, este 2> = 4.
Calculand, vedem ci P, = {@, {a}, {b}, {a; b}}.



