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Multimi

1.1. Notiunifundamentale

Notiunea de fiultime
ln viala de toate zilele folosim mereu aceasta no une:
r La piali este o mullime de oameni

(sunt cateva persoane, putem numera cate).
r in cadi s-a strans o cantitate de apa

(este multe api in cade, nu putem numira cati).
Cel care a introdus nofiunea de mullime in matematici a

GEoRG CANToR (1845 1918):

I o lnrt,na" 
".," 

o 
"o,"4ie 

de obipcte determinate ate s;ndirii

I noastre caracterizate p;in anumite propriet:tj comune.

I 
Aceste obiecte formeazit elenentele mul\ii)r'ii.

EXEMPLE:
. Muuimea paginilor acestei cerf
' Mulfimea literelor alfabetului
. Mullimea numerelor prime

' Mulimea punctelor unui segment de dreaptA

Iolosirea nofiunii de mullime definite de Cantor poate duce
contradicfii. De aceea, ln matematica actuale no unea
t1u$ime este considetatd o noliune fundamentali care nu
trebuie definiti. Ceea ce putem face este sA dim unele
privind modul de construcfie a unoi mulfimi. Cu
no{iunii fundamentale de mullime se definesc toate
obiecte matematice.

rlr{rrrimr ffi
r.x E M P LU: Bisectoarea unui unghi este folmati din mullimea
luturor punctelor situate la egali distanlh de laturile unghiului.

Reprezentarea multimilor
Notalii

' Multifiile se vor nota de obicei cu literele mari ale alfabehrlui:

A, B, MP Mretc. il
' Elementele m,Jl|imtlor se vor nota cu literc mici:

a,b,xpx2etc.
' Dace elementul r aparfi[e mullimii A, vom scriei .r € ,4.

Cititi: ,J apa4ine multimii A" sau "t este un element al

mu$rnii A'i
' Daci elementul / nu apa4ine mu4imii A, vom sctie y 4 A.

Citili: ,,/ nu apa4ine mutimii A" sau ,,,y nu este un element

al mullmii A':

Descrierea prin cuvinte
r xEMPLU: Multimea tuturor pitntelor Perfecte mai mici decat

100. Cand definim o mullime prin cuvinte trebuie se fim aterfi
La sensul cuvintelor si fie foa e clar, adici si nu se poate inter-
preta in mai multe feluri. Acesta este un lucru mult mai greu decet

pare la primavedere.
I]XEM PLE:

' Mullimea tuturor tinerilor din satul A.
(Exprimare imprecisd: Ce inseamni "tinir"?)

' Mullimea tuturcr persoanelor din satul A cu varsta cuprinsi
intrc 15 $i 25 de ani.
(Exprimare precisi: Poate ce ,,taner" nu inseamnd ,,lntle
15 9i 25 de anll dar cel pulin mutimea este bine definitd.)

Desarierea pdn enumerale
sc scriu intre acolade elementele mullimii.

I XEMPLU:

Mr= !1;2; 3; 4; 5;6;7; 8;91

l)ace nu putem scrie toate elementele gi nu este niciun pericol de

confuzie, punem ,,..i1



M"rri,"r mMultimi

EXEMPI.E:
r M, = {1;3; 5; ...;999}

ln cuvinte: mullimea nlrmerelor naturale impare mai
decat 1000.

0351
,-i--)--\
(t r1 re)\1r-l

. M6={r\r€R; 3<r<+3\ (V pag.24)

#

Sensul punctelor de suspensie (...) este cA se continud
enumerarea numerelor impare pani h 999. Pentru ca
dupi care se formeazi elementele mulf imii si 6e clad, se

mande a se scrie mecar patru elemente inainte de a se

punctele de suspensie. Altfel s-ar putea si apari confuzii.
. M. = {3; 5;7; ...; 19\

Nu este clar cine este M3?

Toate numerele impare peni la 19? Toate numerele prime
la 3la 19?

Toate numerele pe care le-am scris sunt prime.
Pentru a evita asemenea confuzii, este bine ca in acolade
scriem Si proprietel e de definilie ale elementelor mullimii
care incercim sA o descriem.
Aceasta se poate face in mai multe moduri.

EXEMPLE:
. Ma= Ix\ x = 2n + lt, € N;0 < n < l0l
. Ms= Ix\xe P;2<x <20); P este multimea numerelor

Reprezentarea grafici a multimllor
Adesea multimile se reprezinti prin curbe inchise
EuLER-VENN). Reprezentarea aceasta este deosebit de utiH
avem de a face cu operalii cu mul mi sau cu relalii intre
sau mai multe mullimi, (V pag. l3).
EXEMP!E:
. Ms = {3t 5;7; 1l; 13: 17; l9l

-30+3
Relatii intre mullimi
tgalitatea multimilor

I sounem c: douri multimi suni eoale dad si numar dacii ele aLr

I ".4*.i"r"."n,". s.riem c5'c = a.

I Citirn, "vu4i."u,l "tie 
egalii cu mullimea 4".

I XEMPLU:
11,17 = {x\ x = 211 - lt ne N; 1 < tt < 5i
lv'|s= {x\, < P;2 < x < 8}; P este multimea numerelor prime.

Relalia de incluziune

Daci toate element€le uneimullimiA sunt gielemente ale altei

mullimiB, atuncispunem d multimea A este ihcluseTn mullimea 8.

' Maispunem tidA este o submultime a multimii B AaB,
. sau d 8 este o supramultine alui A. 8)A

Elementele mullimii8 care nu apatin 9i mullimii A formeaz;

nultined dikrentd B\A. DacE A c B, Inullim€a s \A se mai

num.f? ti complementoro multimii,4 fa15 de 8.

IXEMPLU: Cu mullimile noastre de pini acum:

rcprezentarea printr o

I I iigrame VENN

I hce A C B li A + 4 spunem ci,4 este o subrnubine Ptoptie a

IIi B sau ci B este o suptorfluvble prcptie alui A

r x F M P L E: Cu mullimile noastre de panir acum:
. M5 este o submullime proprie a lui Ma
. Ml este o supramulfime proprie a lui M,

il

M5

M5

M4

l',I 13

D agrama Euler-Ven n

11 19



M'rllimi

Dace wem si scdem cA,{ este o submullime r1u neapirat proprie
lui B (deci poate se $i coincide cu B), atunci folosim notalia A g
Dacit A este submullime a lui B, atunci B este srp nrflultjrne a\ti

txtMPLU: Cu mullimile noastredepane acum:
A se vedea Mr gi M, de pe pagina 13.

M- c M^.in oltts: M- c M-.

Cardinalul unei multimi
Numirul de elenente ale mullimilor M| Mn sau Ms este finit.

I Daci o rnurttme are un num;rfinit de elemente, atuncrea se

| ^"."5," 
t"iu.

Numirul de elemente ale unei multimi 6nite se

cardinalul mvllimli. Se mai nume$te |i putetea niluI|tfili gi

noteazi lAl sau card A. Citim l,4l = numerul de elemente
mutimii,4 = cardinalul mullimii A = puterea mullimii /.
A are a elemente, atunci cardinalul siu este n.
ExEMPLUI Ms = {3; 5; 7} are cardinalul 3.

I Dou: nuf,mi finiLe A ri B se numesc echiporenrp dac5 au acelati

| ;:'il",I;:'-T -"1"; iuTarde 
e emenre kr em 4 - I

€XEMPLU:
tttt 1\i z, ..., tJ
Mn= {3;5;7;9; llj 13; 15;17; 19}

Mr- Mn

L EEI M\ - Ma, d.at M | + Ma: Echipotenla ,j.
mutimilor sunt lucruri diferite!

Multimile M6 (7 pag. l3), N, P = {r€N : r este prim} con}in
infinitate de elemente. Nu existi niciun numir natural 

'1 
in

fel incat se putem spune ci ele au ,? elemente. Totu$i,
anumite mutimi infinite este posibil sd le punem in
dente cu mullimea mrmerelor naturale $i deci si le enumerim.

Multimi

IXTMPLUI

l' =12: 3: 5; 7i llt 13; I7i l9t 23i...1
JJJJ.].J,'JJ

Asemenea mullimi se numesc mullimi inlinite numirabile.

Orice mullime infini€ num;rabili este echipotent6 cu N. il
l(czulte ceP - N;Este intercsantce Peste o submultime prcprie

lui N $i cu toate acestea cele doui mullimi sunt echipotente.

Acest lucru caracterizeazi mullimile infinite: pot fi echipotente
submullimi prop i ale lor ln cazul mullimilor linite acest

este imposibil. De aceea este bine de relinut ci nu toate

r oprezentirile pe care le avem noi despre mul$mi 6nite se aptce,
I tomat, gi la mullimi infnite.
ln plus, existi mullimi itfinite care nu pot fr enumerate. Aseme-

rrca mullimi se numesc nenumd.rabile.
r x EM p LU: M6 (V pag.l3) 9i lR (mul1imea numerelor reale)

rrrr sunt numdrabile. Acestea sunt mullimi ,enumdrabile.

Dac; o mullime nu are niciu, element, o numim multimea v/dd.
Mullimea vidS se notead cu 0.
Prin conventie, toate multimile conlin mullimea vid::0 C M,

1.2. Operalii cu multimi
cu mullimile se pot face operalii. Sunt cunoscute opelaliile cu

rrumere, cum ar fi adunarea, sciderea, inmullirea $i impfufirea.
ir multimile se pot face urmatoarcle operafii: reuniune, dife-

r (.r)(i, inte$ectie, produs cartezian.

Rcuniunea multimilor



M ultimi

EXEMPTU:

6 = [r;2;31
3 = {4;5:61
AU B = \t;2;3;4;5:61

Daca A )i B nu au niciun element (omun. spuoem ca ,4 ii B

l)nci A ti B sunt disjuncte, atunci A\B = A.
IXEMPLIJ:

t\ - Il;3;5;7; ...1: (numerele impare)
lt .l0;2;4:6t ...\; (numerele pare)

rl\ll = {1; 3; 5; 7; ...}
o /i-\ ' /i-;\ o 'a7;;\\1--/ \j__/ v_j--J-l ^QOB II

disjuncte. DacA ele nu sunt disjuncte, atunci cand
A\B

kltersectia multimilor

I Pnn inrersect,o a doub mul!imi/ tia se inlelege acea multime care

I 
' 
ontine roatF elementele comune murtimilor 4 !i 8. lnterseclia se

I noreaz; cuA n 8. Crtim.-A intersectat cu 4". Pe scurtrxe A n A -t
I r€ Asixe L

elementele mullimii A U B se avem griii ca elementele

mu\imilor A 9i B si fie scrise o singure date.

EXEMPLUI

C = {l;2:3;4;51; cardinalul: 5

D = 13;4;5;6;7;8;9\; cardinalul: 7

CU D = {l;2;3;4;5;6;7;8;9}; cardinalul:9

EXEMPLU:
,\ = ll; 2; 3; 4; 5l
B = {4:5;6:71
A\B = {t;2; 3}

ct)D

Diferenla mullimilor

I crin a4".en1o 
" 

aou: .ultim' 4 ri I se rnlelese mult;med ace'o,
I elemente din A care nu sunl elementp ale lui 8. NotSm diterenla

I dintre mullimea n ri I cu / \ I sau / - 8. cirim ,,4 m,nLs 8".

IXfMPLU:
.\ 11;2;3;4;51
tt \1;5;6;71
.lrtB={4;5}

AiB

l)rr.i A Si B sunt disiuncte, atunci interseclia A n B este vida.
Nloli\,.ul este ce niciun element nu aparfine fi multimii A, Ei

rllLrl{imii B.
IXI:MPLTJ:

1 , {l;3;5;7;...}; (numerele impare)
lt 10;2i 4;6;...l; (numerele pare)



Muliimi

Produsulcartezian a doui multimi

I Prin produsulcarteTian almullimilorA ti8 se intelege mullimea
I Dere.hilor ld- bl cu r eA sib e B. Produsulse noteaz5 cuA r B.

I i;l; *,,tfi::"*zian 
cu E" Perechea {d' b) se mai noteazit ti

EXEMpLU: A= {1;2;31 B=14;51
,4 x B = {( 1; 4), ( I ; 5), Q; a\, (2; s), G: a), (3: s)l

EXEMPIU:
M = {ti2:3;4t51
tvP = I1r: I\, (1; 2), . . .

... (s;4), (s; 5)l

Multimea produs se poate

reprezenta intr-un sistem
plan de coordonate; punctele
ei formeazi un dreptunghi.

) tr':otc11te, Funcliile (Z
aleplanuluiRxR.

cardinalul lui,4:
cardinalul lui B:

cardinalulluiAxB:

4

2

1

3

2

3.2=6

Cardinalul produsului cartezian A x B este intotdeauna egal

produsul cardinalelor celor doue mulfimi.4 li B.

iiiEtrllf Nu confirndali perechea (a; b) cu

{c; b}! Sunt lucruri cu totul diferite!in cazul perechii (a; b)

nea conteaze, iar in cazul mullimii {a; ,} ordinea nu conteaze.

ExEMPLU: (l; 4) * (4; 1), dar 9i {1; 4l = {4; l\
Se poate face produsul dintre o mulfime M $i ea insi$i.
acesta se noteazi cu M x M = lvP salu ct M .

(1,3)

(1,2)(2,2)

(1.1)Q.',t)G.1J

123 45

pag. 36) sunt submultimi

Mrltlr, ffi
It rechile (a, b) pot fi prMte $i ca multimi ordonate (V pag.2l\.
I )rci vom gendi aia, atunci mul;imea produs cartezian devine o

m lime de nullimi, un sistem de m llimi, adici o mullime ale

, ilrci elemente sunt din nou mullimi.

Mtrltimea petilor unei mullimi
( ) irlti mullime importanta este multimea pirlilor unei multimi.

I Prin multimea p:4ilor unei multimi A se inlelege mullimea tuturor

I submultimilor sale. Se noteazd cu Pa. Pe scurtr Pr = {8 :8 ( 4}. Se

I mainumette rin .rifrmeo pd4ilot lui A.

I 
'(EMPTtJ:1 = {l;2; 3}

I' 

^ 
= {o, 1rl, I2l, {31, lr; 2\ , 11; 31 , {2; 31 , {t: 2: 3ll

lilcmentele acestei mullimi nu s[r't elemente ale lui A, ci s\nt
rrbmul$mi ale lui A: submutimi cu un sirigur element {1}, {2},
r rr doui elernente {1; 2}, {t;:i etc.

I)c remarcat ci mulfimea vide trebuie sa aparlini oricerei
rrru\imi P, deoarece ea este submullime a oricarei msltimi. De
,rscmenea, mullimea totald A trebuie se aparlin; mullimii

|itrfilor deoarece A este propria ei submul$me (este adevirat ci
rru proprie).

( ) mullime cu n elemerlte are intotdeauna 2' submulfimi. De
,rLcea lP,l = Zl!1.

I XIMPLE:
. ln cele exemplificate mai sus: multimea putere P,4 are puterea

2 
3 

= 8, deoarece A ale exact 3 elemente, deci.4 are 8 submullimi.
- 1,4 = {a; bl

Cum IMI = 2, numirul de elemente din PM este 22 = 4.

CalculXnd, vedem ci P , = {@, {al, {bl, la; bl}.


