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TESTE INITIALE
TesTuL 1.1

Determinati ne N, astfel incat n* +6n+28 e N.

. X+y+z=6
Determinati x, y, z € R, astfel incat: 5 .
xy+yz+zx=12

Gazeta Matematici 6/2009

. Determinati punctul M din interiorul triunghiului 4BC, stiind ci:

|S—38,|=|S -38,|=|S ~35,], unde S, S, Sy, Ss reprezint ariile triunghiurilor
ABC, AMB, BMC, respectiv AMC.
Nicolae Musuroia

Fie ABC un triunghi, punctele Ne(4B), Me(AC) si MBNNC={0}.
... d(0,MN) d(O, BC)
Aratati ca = d
d(4, MN) d(4, BC)
Gheorghe Szollosy, RM.T., 2/2013
TesTUL 1.2
Fie ne N'. Rezolvati ecuatia
¥+l ok 420 43 x*+n 1 1
+ + e she— .
2 6 12 n +n 2 n

. Determinati numerele reale a, b, ¢ pentru care expresia F (a, b, c) =6a*+b* +

+ 4¢® +4a2 = 2ber3 - 2ac/5 +18 este minima. Gasiti acest minim.

Un paralelipiped dreptunghic are volumul 60 cm’. Daci mérim dimensiunile para-
lelipipedului cu 3 cm, 4 cm, respectiv 5 cm, atunci volumul sdu devine 480 cm’.
Determinati aria totald a paralelipipedului initial.

Determinati numerele prime a si b care verifica relatia @’ — b° = (a + b)* + 54.
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SOLUTIILE TESTELOR INITIALE

TesTuL 1.1

1.S.1.1. Se constati cd Vne N,n>7, (n+3)2 <n*+6n+28< (n+4)2. Deci Vne N,

n27, n+3<+n’+6n+28 <n+4. Atunci pentru n>7,vn* +6n+28 nu poate fi

patrat perfect. Cautam ne {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}. Verificd n=6.

LS.1.2. Avem 36=(x+y+2z)’. Folosind si a doua relatie, rezulta x* + y* + 2% =12..
Deci x* + > +2° =xy+ yz+zx.Obtinem x=y=2z=2.

LS.1.3. Fie a=|S-38,|=|S-3S,|=|S-35,|. Atunci S-38, =ka, S-3S, =k,
§-3S, =k, unde &, k,, kye{-1, 1}. Prin adunare obtinem 3S-3(S,+S,+5S,)=
=a(k +k,+k), deci O=a(k +k, +k,). Prin urmare, a=0 si S, =S, =S5, :g—.
Rezultd ca M este centrul de greutate al triunghiului 4BC.
d(0, MN) S, . d(0,BC) S,

I.S.1.4. Avem: = , lar = !
d(A, MN) S d(A, BC) S e

Deci trebuie ardtat ca Sowr _ Sosc sau echivalent S, ‘S ;- =S, Sosc:
AMN ABC
Dar Sy S inc =%OM~ON-AB - ACsin<(MON)-sin <« (BAC), iar
1

S Sosc =7 AM - AN - OB OCsin(MON ) sin<(BAC).

Prin urmare, trebuie aritatci OM -ON - AB- AC = AM - AN -OB -OC (1)
Aplicam teorema lui Menelaus in triunghiurile BON. respectiv COM cu secantele
; AN M . AM NC BO _
A-M —C, respectiv A— N — B, rezulta: —-—lB~§Q:1 si c—
AB MO CN AC NO BM

AN MO CN AM NO MB
Deci — §1 ——=—-

AB MB CO°’ AC NC OB

AN AM M() CN NO MB MO-NO .. ) .
Atunci — ————— = el elaiia (1) .
AB AC ]\4B OC CN OB OC-OB’

TestuL 1.2.

2 2 2 2
1 - 5
L.S.2.1. Pentru x> >1, avem ci > o +2+x +3+...+ x2+n>1+l+...+—l~,
2 6 12 n +n 2 n
. 2 . X241 242 Pis X2 +n 1 1
iar pentru x” <1, avem cid + + N <l+—+...+—.
2 6 12 n +n 2 n
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lar x* =1 verifici ecuatia, deci solutia este xe {-1,1}.

LS.2.2 Fla.b, c]= (a+2\/§)2 +(b—c\/§)2 +(c—a\/§)2 +10 este minim3, atunci cand
a= —2\/5, e= —2\/1_6, b= —2\/§6 si minimul este 10.

I.8.2.3. Fie a, b, ¢ dimensiunile paralelipipedului. Atunci V =abc =60 cm® , lar
(a+3)(b+4)(c+5)=480 cm’. Aplicand inegalitatea mediilor, vom obtine ci a+3>
>23a ; b+422J4b : c+52245c. Inmultind membru cu membru inegalititile an-
terioare, vom obtine ci (a+3)(b+4)(c+5)2 8/60abc =480 cm®. Deci vom avea

egalitate In fiecare inegalitate dintre cele anterioare, prin urmare a=3, b=4, c=5.
Atunci aria totald va fi 94 cm?.

L.S.2.4. Daca a, be M, +1 sau a, be M, +2, atunci @’ —b'e M, si din egalitate
obtinem ca a+be M, ceea ce este fals. Dacd ae M, +1 si be M, +2 sau invers,
atunci a+be M, si din egalitate obtinem ca a’ —b’ € M, care este fals. Deci cel

putin unul dintre numerele a si b este 3. Daci a =3, ecuatia devine 189 —5° = (3+ b)2
cu singura solutie »=5. Dacid b=3, ecuatia devine a(a4 —a- 6) =90, care nu are

solutii numere prime.

Matematica de excelenta. Clasa a IX-a l 11



CAPITOLUL 1. PRINCIPIUL INCLUDERII SI EXCLUDERII

Prezentdm in continuare o tehnica utila in rezolvarea unor probleme de numdrare.
1.1. Teorema (Principiul includerii si excluderii)
Dacad multimile A4;, A4,, ..., 4, sunt finite, unde n € N, n > 2 si |Ak| reprezinta

numadrul de elemente din multimea 4; (k € I,_n), atunci:

Ua-311- T lanals 3 Wosoaf-wecr {4

I<i<j<n 1<i<j<k<n

Demonstratie: Vom demonstra formula anterioara prin inductie matematica. Pentru n = 2,
avem de demonstrat ci: |4 U 4,|= ‘A1| o+ \Az‘ —‘Al N A2|. Intr-adevar, numarul elemen-
telor multimii 4; U A4, este egal cu suma numarului elementelor Tui A; si 4,, din care

se scade numarul elementelor comune celor doud multimi, elemente care au fost
numadrate de doud ori. Presupunem cd formula de demonstrat este adevaratd pentru

ne N* si 0 demonstram pentru » + 1. Fie multimile finite 4,, 4, ..., 4,, 4,+1. Cu notatia
B=41v 4,0 .. UA,, avem:
(1)

|[4u4,0..04,,
Deoarece operatia de intersectie este comutativd, asociativa si distributiva fatd de

=|BuA

n+l1

=|B|+|4,.|-|Bn 4

n+l

reuniune, avem: |[BNA4,,,|=|(4 N4,.)U(4N4,,)U...0(4, m4,1+1)|'p§ i\Aj NA4,.|-
-Y |4n4,n4

n+l

+..+ ()" |4 N4, Nn..N4,,| Utilizdnd relatia (1), ipoteza

1i<j<n

inductiei pentru multimile A4y, A4,, .., 4, si relatia anterioard, vom obtine:

|4 uA:,_u...uAm\:iM\— >4 N4+ Y [4ndn4|- G404 0

I<i<j<n I<i<j<k<n

rralell{ Sl T jacs o,

Isi<j<n

+o+ (=) 4 04, m...mALmlJ:

—. o= =l

A, B A

n+l

2

=nz;i|z47\— Z IAimAjl—i_ Z ‘AimAijm

I<i<j<n+l 1<i<j<k<n+1

ceea ce trebuia demonstrat.

1.2. Consecinta. Daca 4, B, C sunt multimi finite, atunci sunt utile urméatoarele cazuri
particulare:

a) |[4U B|=|4|+|B|-|4B|;
b) [AUBUC|=|4|+|B|+|C|- (|4 B|+|4ANC|+|BNC|)+|4AnBNC|.

Notdm cu @(n) functia indicatorul lui Euler, adicad numarul de numere naturale mai
mici decat i care sunt relative prime cun, unde n € N, n22, far ¢(1)=1.

12 I Matematica de excelenta. Clasa a IX-a



1.3. Observatie. Formula din teorema anterioara raiméane valabild dacd se inlocuieste
LU eu LN’ si LM cu,,U”. Atunci obtinem:

ZZ}A,-I— Y 4val+ 3 404,04

1<i<j<n I<i<j<k<n

+(-1

1.4. Propozitie. Dacd descompunerea in factori primi a numérului natural nenul »

esten= p" - py* ... por, atunci Q(n)= n-} I—L]-(I—Lj-...-(l—i}
pl pz pm

Demonstratie: Vom calcula numéarul » — @(n). Acest numar reprezintdi numdrul
numerelor naturale mai mici decat » si care sunt divizibile cu cel putin unul din nume-

rele p;, i€ 1,m. Dacé notdim cu 4; multimea numerelor naturale mai mici decét » si
divizibile cu p;, atunci avem:

n)=|4 U4 u..U4,|= > |4+ (-1
I<i<j<m
d = Sy T e
CCI (p ;pl 1<i<z:jsmp;'p.-‘ ( ) pl'pz'...'pm

=n(1—zi+ > ;—..ﬁ(—l)’"-—l—j:n(l—i][l~i}...-[l—i}
= Di  1si<jem Py D Py Dyt Py b b, Pn

ceea ce trebuia demonstrat. La ultima egalitate s-a folosit faptul ca:

(x=x)(x=%x) e (x=x,) =x" = (3 + 2%, +..ob x, ) X" + Nijrai Wl Sty
I<i<j<n

—..+(=1)"-x,-x,-...-x,, relatie ce se poate demonstra prin inductie matematicd, unde

=
X, X1, X2, o, X, € R,ne N .

1.5. Consecinta. Daca p este un numar natural prim, atunci:

a)op)=p-1;

b) (p(p’ﬁ = pk - pk_l, ke N. Demonstratia rezultd imediat din proprietatea anterioara
sau din definitie.

PRINCIPIUL LUI DIRICHLET

Dacai vei dori s pui trei bile in doud cutii, in mod sigur vei pune cel putin doud bile
in aceeasi cutie. De asemenea, nu se pot aranja patru cutiute in cele 3 sertare ale unui
birou fird a pune cel putin doud cutiute in acelasi sertar. Distribuind cinci iepuri in
patru custi, proprietarul acestora va fi nevoit sa puni cel putin doi iepuri in aceeasi
cusca.

Aceste observatii simple stau la baza unui principiu care poate fi formulat astfel:
dacd introducem » + 1 obiecte in » cutii, atunci va exista o cutie care va contine cel
putin doud obiecte.

Matematici de excelentd. Clasaa IX-a | 13



Varianta discretd a acestui principiu este cel mai simplu exemplu de rationament
»,de bun-sim{” cunoscut sub denumirea de principiul lui Dirichlet sau principiul cutiei
(Principe de tiroirs — principiul sertarelor, in francezi; Pigeonhle principle — princi-
piul custilor de porumbei, in englezi). Principiul cutiei este legat de numele mate-
maticianului german Gustav Lejeune-Dirichlet (1805-1859), cu toate ci era bine
cunoscut cu mult inaintea acestuia. Meritul lui Dirichlet este acela de a fi aplicat acest
principiu in multe probleme de teoria numerelor.

Acest rationament extrem de simplu are marea calitate de a putea fi stipanit de
elevi de la cea mai frageda varsta si, dacd profesorul stie si le ofere probleme cu
enunturi variate, le poate dezvolta copiilor pasiunea pentru rationamente matematice
care urmeaza a fi folosite in situatii mai complicate.

Vom da in continuare unele formulari ale principiului cutiei in algebri sau geome-
tria combinatorica.

PRINCIPIUL LUI DIRICHLET iN ALGEBRA

Dam in continuare doud formulari in algebra ale principiului cutiei.

L. Daca repartizdm # - k£ + 1 obiecte in k cutii, atunci va exista o cutie in care se
afla cel putin » + 1 obiecte.

IL. Fie 4 o multime nevida si 4;, 45, ..., 4, (ne N") o partitie a multimii 4, adicd
AyVA L. U4, =As5i AinAd;=Dpentrui,je {1,2,..n},i%j.

Dacd avem » + 1 elemente din A4, atunci va exista o multlme A; $l care si contind
cel putin doud dintre cele n + 1 elemente considerate.

Acest principiu stabileste existenta unei cutii cu anumite proprietiti, fiind asadar un
principiu de existentd si nu unul constructiv, deoarece nu stabileste un algoritm de
aflare a cutiei cu proprietatile dorite. Diversitatea si frumusetea problemelor in care se
poate utiliza principiul cutiei face ca, la numeroase concursuri sau in diverse cirti de
specialitate, acest tip de probleme si fie mereu prezent.

1.6. Exemplu. Aritati ci, oricum am alege 7 patrate perfecte distincte, existi cel
putin doud a céror diferentd se divide prin 10.

Solutie: Restul impartirii la 10 a unui numdr este egal cu ultima cifrd a numarului. Un
patrat perfect poate avea ultima cifrd egald cu 0, 1, 4, 5, 6 sau 9. Cum avem 7 pitrate

erpelidkors o

si doar 6 posibilitdfi pentru ultima cifrd, vor exista dou patrate care au aceeasi ultima
cifrd. Diferenta acestora se divide cu 10.

1.7. Exemplu. Aratati ca, oricare ar fi 7 puncte intr-un disc de razi 1, existd doui
puncte intre care distanta este cel mult 1.

Solutie: Impartim discul in 6 sectoare congruente. Intr-unul dintre cele 6 sectoare se
gésesc cel putin doud dintre cele 7 puncte. Atunci distanta maximi dintre doud puncte
aflate Intr-un astfel de sector este 1.

14 I Matematica de excelenta. Clasa a I1X-a



PRINCIPIUL LUI DIRICHLET iIN GEOMETRIA COMBINATORICA

O variantd geometricd a principiului lui Dirichlet care ne apropie de geometria com-
binatoricd ar fi: dacd pe suprafata unei mese de arie S se asazi foi de hartie avind suma
ariilor 8’ > S, atunci exist cel putin dou foi suprapuse.

O primé generalizare a principiului cutiei ar fi: daci in » cutii introducem m obiecte

: * - e : = - v
sim>p-n,pe N, atunci existd o cutie care contine cel putin p + 1 obiecte.

Se observa cd in varianta discretd, algebrica, esential este si cunoastem numdrul obiec-
telor si numdrul cutiilor, iar in varianta geometrica si cunoastem aria mesei si aria obiec-
telor, adica o mésuri a lor.

Cadrul teoretic care permite studiul problemelor in care se aplicd principiul lui
Dirichlet si generalizérile lui il constituie spatiile masurabile, formate din submultimi
ale unei multimi date (submultimi masurabile) si de o ,,masura” pentru fiecare dintre
aceste multimi.

Fie X o multime, P(X) multimea pértilor sale si m : P(X) — [0, =) o functie numiti
misurd pe X, cu proprietitile:

1) m(J) = 0;

2)y m(A U B) = m(A) + m(B) — m(4 N B).

1.8. Observatie. in teoria masurii, in loc de P(X) se ia o submultime P,(X) formati
din multimi masurabile (in sens Lebesgue sau Jordan), dar pentru aceastd lucrare

considerdm c# nu trebuie sa dezvoltdm teoria cea mai generald, avind in vedere ci
toate mulfimile cu care se lucreaza in scoald sunt mul{imi normale (masurabile).

Fie 41, 4, ..., 4, € P(X). Sinotim: L= |J (4, "4, N..4), k=Ln"

1<ii<.<i <n
1.9. Propozitie. Pentru orice 4;, 45, ..., 4, € P(X) este verificata egalitatea:

> m(4) =Y m(l,).

Demonstratie: Demonstratia este un util exercitiu de aplicare a principiului inductiei
matematice.

Pentru n = 2, obtinem: m(A4,) + m(4,) = m(4, U 4;) + m(4; N A,) adevirati din
proprietatea 2) din definitia masurii.
Presupunem relatia adevarata pentru » si o demonstram pentru z + 1.
Fie I,= |J (404 n.nd) Avem: I;=1,U(4,,N]I,) siobtinem
1<i <..<ip <n+l . ’
m(I))=m(l)+m(4,, NI, )-m(I,NA4,.,), k= 2,n, asadar:
m(I)) =m(I,)+ m(A4,,.)—-m(l,NA4,,)

m(1}) =m(L)+m(l, N4, )-m(I,NnA4.)

m(I;) = m([n) e m(ln—l & An+1) = m(ln a An+])'

Atunci obinem: Y m(I}))=Y m(I,)+m(4,.,)~m(4,, NI,
k=1

k=1

Matematica de excelentd. Clasa a IX-a l 15



n+l

dar I, N4, =1, deci Y m(I;)=> m(I,)+m(4,,) sifolosind ipoteza inductiei,
k=1 k=1

n+l n+l

avem: Zm([,:) = Zm(Ak ).

1.10. Corolar. Daci I, = J, atunci: Zm(Ak) <p- m(U Ak].
k=1 k=1

(Daci orice element din reuniune apartine la cel mult p submultimi, atunci suma
masurilor lor nu depaseste de p ori masura reuniunii.)

Demonstratie: Avem, evident, [, DL, > ... D .. D 1y,
asadar m(l\) 2m(L) > ... 2 m(l,) 2 m(L) = ... 2 m(l,),
decil,, =D =>ml)=0,Vk=>p+ 1.

Folosind relatia din propozitia anterioara, obtinem:

im(Ak)zim(Ik)Sp'm(]l):p'm(UAkJ'

1.11. Corolar (Principiul cutiei generalizat)
\

n n
Dacd Y m(4,) >p-m(UAA_J, EXIStA i1, g, wovy Iy CU 1 S i) < iy < i3 < ... <ipy <1,
k=1 k=1

astfel incdt 4, N4, N..Nn4, =D

(Daca suma masurilor submultimilor 4, ..., 4, depdseste de p ori masura reuniunii
lor, atunci existd puncte in reuniune care sunt acoperite de cel putin p + 1 submultimi.)

1.12. Observatie.
a) Daca X este finitd, se poate lua m(4) = numarul elementelor multimii 4.

b) Dacd X € R, pentru a < b definim m([a, b]) = b —a.
¢) Daca X € R?, putem lua ca misur3 aria.

d) Daci X € R?, putem lua ca misurd volumul.

1.13. Observatie. Pentru cazurile geometrice b), ¢), d), putem enunta cele doud
corolare sub forma:

b) Pe un segment de lungime L se pun # segmente de lungimi L1, L, ..., L,.

® Daca L, + L, + ... L, > L, atunci existd doua segmente L; si L; care au cel putin un
punct comun.

® Daca L, + L, + ... L, < L, atunci existd pe segmentul de lungime L un punct care
nu se afla pe niciunul dintre segmentele L, L,, ..., L,,.

® Dacd L; + L, + ... L, > p - L, atunci existd [p] + 1 segmente care au un punct
comun.

c) Pe o suprafati de arie S se agaza n suprafete de arii S, S5, ..., S,.

® Daca §; + 8, + ... §, < S, atunci existd pe S un punct care nu se afli in nicio su-

prafatd S, i = I,_n

16 l Matematica de excelenta. Clasa a 1X-a



® Daca §; +5, + ... §,> p - S, atunci existd [p] + 1 suprafete care au un punct co-
mun.

d) In interiorul unui corp de volum ¥ se deseneaza n corpuri de volume V1, V5, ..., V,.
® Daca Vy + Vo + ... V,, > V, atunci existd doud corpuri V; si ¥} care au puncte co-
mune.

® Dacd V1 + V, + ... V,, <V, atunci existd in V puncte care nu se afld in niciun corp
Vi,i= 1Ln.

e Dacd 1+ V,+ ... V,,>p - V, atunci exista [p] + 1 corpuri care au un punct comun.

1.14. Exemplu. Oricare ar fi functia f: {1, 2, ..., mn + 1} — {1, 2, ..., m}, existd
il, iz, s in+1 astfel incétf(il) zﬂiz) ey :_f(in+1).

g o B BT m-n+1 m-n+l1
Solujie: Fie A= {fik)}, k= 1,mn+1. Atunci, | J 4, <{l, 2, ..., m}= m[ U Akj <m;

k=1 k=1

k=1

mn+1 m-n+1

Zm(Ak)zmn+1, deci Zm(Ak)>nl:m(U Akﬂ si din Corolarul 1.11, existd
k=1

Ai]’ AiZ’ ceey 141-"+1 CuAi] F\Aiz ﬁ...ﬁAl.nH ¢®, deCi f(ll):f(ZZ):":f(ln+l)

1.15. Exemplu. Punctele de pe suprafata unui hexagon regulat de laturd 1 se
coloreaza cu 6 culori. Aratati ca existd doud puncte de aceeasi culoare intre care distanta
este cel putin 1.

Solutie: Distanta intre oricare doud varfuri ale hexagonului este > 1, deci daca doud
dintre varfuri ar fi de aceeasi culoare am terminat. Daci cele 6 varfuri sunt de culori di-
ferite, atunci oricum am colora centrul cercului distanta de la el la varful de aceeasi
culoare este 1.

1.16. Exemplu. Intr-un teren pitrat cu latura de 1 km se giseste o padure cu 4500
stejari de diametrul 50 cm. Arédtafi cd se poate sdpa in padure un lac de 10 m x 20 m
fara a tdia niciun copac.

Solutie: Impiartim padurea in suprafete dreptunghiulare de dimensiuni 10,5 m x 20,5 m.
Formam astfel 48 x 95 = 4560 dreptunghiuri. Cel putin unul dintre dreptunghiuri nu
contine niciun copac. in acest dreptunghi putem sipa lacul.

1.17. Observatie. Bordarea dreptunghiurilor de dimensiuni 10 m x 20 m este ne-
cesard, caci, dacd centrul unui copac se afld in afara, dar foarte aproape de margine,
copacul intrd in dreptunghi.

1.18. Exemplu. In interiorul unui triunghi se considera 7 puncte. Aritati ci se pot

Tk 3 ; . : e Yoy
alege trei dintre ele care sa formeze un triunghi de arie mai mica sau egald cu 7t
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Solutie: Tmpartim triunghiul in doua triunghiuri de arie i si un paralelogram de arie

oy Cel putin una dintre cele trei zone contine cel putin trei dintre punctele date. Dacd

ele sunt in triunghiuri, am terminat. Dacid avem trei puncte in paralelogram, ele
formeazi un triunghi de arie cel mult jumitate din aria paralelogramului, deci cel mult

egald cu l
g o

PROBLEME DE ANTRENAMENT

1.A.1. Céte numere naturale mai mici sau egale cu 2013 sunt divizibile sau cu 2, sau
cu 3?

Solufie: FieA={2n|ne N,2n<2013} siB={3n|ne N, 3n< 2013}. Cum (2,3) =1,
avem ca A N B = {6n|ne N, 6n <2013}. Evident, numirul ciutat este ’A uBl =

=|4|+|B|—|4N B|= 1007+ 672 -336=1343.

1.A.2. Toti locuitorii dintr-un oras vorbesc fie franceza, fie germana. Dacid 64% vor-
besc franceza si 58% germana, citi vorbesc ambele limbi?

Solufie: Deoarece datele din ipoteza sunt exprimate procentual si nu se cunoaste nu-
mdrul locuitorilor orasului, este bine si luim ca numar de locuitori ai orasului 100 si
rezultatul va fi un procent. Notdim cu E multimea locuitorilor oragului, cu F mulfimea
vorbitorilor de limba franceza §i cu G multimea vorbitorilor de limba germand. Atunci
vom avea: ‘E I = ‘F L G' = card(F) + card(G) —card(F N G), deci card(F N G) =64 +

+ 58 — 100 = 22. Asadar, 22% dintre locuitori vorbesc ambele limbi.

1.A.3. Céte numere compuse din # cifre exista, stiind c3 acestea contin doar cifrele 152,
3, dar pe fiecare dintre acestea cel putin o data?

Solufie: Este necesar ca n 2 3, n € N. Un astfel de numir are forma G a4 U

a, e {1, 2, 3} ok = L_n Deoarece fiecare cifrd dintr-un astfel de numar se poate alege

in trei moduri, cu principiul produsului, vor exista in total 3” numere de # cifre formate
doar cu ciffele 1, 2 i 3. Notdm in continuare cu 4. multimea numerelor de # cifte ca si
mai sus care nu confin pe i, i € {I, 2. 3}. Avem de calculat numirul:

\:4_1 mZmEl =3"—4 U4, U A| =3 ~(|4]+|4|+]4]) +|4 N 4] +]4 N 4|+ 4, N 4] -
—|4 N4, "4

pe i. Deoarece

, unde Z reprezintd multimea numerelor de » cifre care contine
AI‘ =|A2‘ = ‘A3 =2" (pentru fiecare cifra din numdr sunt 2 posibilititi
A4 NA]=3"-3.2" +3,

de alegere),
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