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BREVIAR TEORETIC

CLASA a IX-a

ALGEBRA

I. Numere reale

e Multimi finite. Reguli de numirare

- O multime este finitd daca are n elemente, n € .

- O multime este infinita dacad nu este finita.

- O multime A — R se numeste mdrginitd daci I m, M € R astfel incitm<x <M,V x e
€ A.

Regula sumei: Daca un anumit obiect A poate fi ales in m moduri, iar un alt obiect B poate
fi ales in n moduri, atunci alegerea ,.lui A sau B* poate fi realizatd in (m + n) moduri.

Regula produsului: Daci un obiect A se poate alege in m moduri si daca dupa fiecare ast-
fel de alegere, un obiect B se poate alege in n moduri, atunci alegerea perechii (A, B) in aceasta
ordine, poate fi realizata in m - n moduri.

X, x20

«  Modulul unui numair real: |x| =
-X,x<0

a)x|20,vxelR
b)[x|=x.VxeR

ox-yl=Ix[-ly.Vx,yeR
d) i:H,VxeR,VyER*
yl Iy

e) x| -yl <x+yl<|x|+|yl, Vx,y e R
Dix|=a,a>0<=x=*a
g)x|ae-aixLasxel-aaa>0

hyjx| 2acex<-asaux2ae x € (—wo,-a] U [a, +e0),a> 0

e Partea intreaga si partea fractionara

- Se numeste partea intreagd a numarului real x, notata [x], cel mai mare intreg mai mic
sauegalcux. Deci[x] e Zsi[x] <x<[x]+1,VxeR.

- Se numeste partea fractionard a numarului real x. notata cu {x}, diferenta dintre x si
partea lui intreaga. Deci {x} € [0, 1)si {x} =x—-[x], Vx e R.

Proprietati:
a)xelk,k+l)rkeZ=[x]=k;

]:
b)[x]=x=xeZe {x} =0
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c)x+n]=[x]+n,VxeR,neZ
d){x+n}={x},VxeR,neZ
e)x—I<[x]<x,¥VxelR

¢ Inegalitati remarcabile (pentru douad numere reale)
a) Inegalitatea mediilor: ¥ a, b > 0 avem:
a+b

N
min(a, b) < HI <+ab < < max(a,b) ;

— +.-.
a b

b) Inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwartz:
a,b,x,y € R. (ax + by)* < (a’ + b)(x* + y7);
¢) Inegalitatea lui Bernoulli:
a>0,r>-Lre @, (1 +w)>1+r10.

e Principiul inductiei matematice

Propozitia p(n) este adevarata pentru v n € N daci sunt verificate urmatoarele doua conditii:
1. Propozitia p(n) este adevirata pentru n = 0;

2. Din presupunerea ci p(n) este adeviratd pentru n = k. k € N rezultd ci este adevaratd

pentrun=k + 1.

Etapele inductiei matematice
1. Verificarea propozitiei: pentru n = 0 verificim daca p(0) este adevirata;
II. Demonstratia: p(k) — p(k + 1). Presupunem ci p(k) este adevarata si demonstram ca

p(k + 1) este de asemenea adevarata. Daci cele doud etape sunt validate, atunci are loc
Concluzia: Propozitia p(n) este adevaratd, v n € N.

Formule care pot fi demonstrate prin inductie matematica:

a)l+2+...+n=mn(n+1}.1i e N;

=
4 5 5 W2n + *
BY P4 2% 4, 4t 22O TDERAD) e
6
¢) 13+23+...+n3=[ﬁ:—“, .neN.
o Al

I1. Progresii aritmetice si geometrice

e Sirul (a,),> se numeste progresie aritmetici dacia, € Rsia,, =a,+r.vn=1.re R,

unde r se numeste ratia progresiei aritmetice.
Proprietati:
a) Formula termenului general este a,=a, +(n— 1r, YV n= 1;
e - a,_,+a,,
b) (a,)s=1 progresie aritmetica <> a, = %"—*'— ,¥n22;

) a;, a, ..., a, sunt in progresie aritmetici<> a; +a,=a> + 8,1 =... = a, + 4,41, V k=1

= (al +an)

d) S, =a, +a,+...+a, 5 n,VnZl.
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e Sirul (b,),> se numeste progresie geometrica daca b, € R* si b,y =b,-q, ¥V n21;

q # 0 se numeste ratia progresiei geometrice.

Proprietati:

a) Formula termenului general este b, =b, - q"'. ¥V n> 1;

b) (by)s=) € progresie geometricd < bg =b,_'byy.¥n2z1l;

¢) by, ba, ..., b, sunt in progresie geometrici <> by - b,=by - b, =..=by - by, V k= Ln

q" -1
b ES!
d)Sn=b,+b3+...+bn—{ gl 7,
1nb|,

q=1

IT1. Functii

e Fie A, B =, 2 A — B se numeste functie definita pe A cu valori in B, daca oricarui x
din A i se asociaza un unic element y din B.

A se numeste domeniu de definitie. B se numeste codomeniu, iar f se numeste lege de
corespondentd.

¢ Graficul unei functii este multimea: Gy= {(x, f(x)) | x € A}.

« Proprietati:

a) f: R — R se numeste functie pari daca fi—x) = f(x), Vx € R;

b) f: R — R se numeste functie impara; f(—x) =—f(x), Vx € R:

¢) f: R — R se numeste functie periodica daci existd T > 0, astfel incat fix + T) = f(x),

VxelR;

d) f: A — B, atunci f{A) = {f(x) | x € A} se numeste imaginea functiei f;

e) I: A — B este crescitoare pe | © A dacd ¥V x|, x5 € [, cu x; < x2 = f(x) £ f(x,) sau daca

f(x;)-1f(x,)

X]—Xp

>0 ; (f este strict crescitoare pe [ € A daca V x; <x; e [ = f(x)) < fix,);

f) f: A — B este descresciitoare pe [ C A daca V x;, x> € [, cu x; < x5 = f(x;) = f(x,) sau
f(x,)-f(x,)
X; — X,

daca <0 (f este strict descrescatoare pe | € A daca vV x;, <x, € | = fix)) >

> f(x2);
(g;)Graﬁcul lui f: R — R are axa de simetrie dreapta x = a, daci f{a + x) = fla — x) sau f{x) =
=f(2a-x),Vx € R.
e Dacif: A— Bsig:B—C, functia g o f: A — C se numeste compunerea lui f cu g si
(g ° D(x) = g(f(x)).
e Functia f: A — B este inversabild daca exista o functie g: B — A astfel incat g o f= 1,

si fe g = I Functia g se numeste inversa lui f si se noteazi cu f ',

* Functia de gradul 1
f:RoR fix)y=ax+b,aeR*,beR
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Monotonia:
a) f strict crescitoare pentru a > 0;
b) fstrict descrescatoare pentru a < 0;
Semnul:
b
X —0 =
a

+o0

ax +b

luia

Graficul este o dreapta.
* Functia de gradul II

f:R>R f(x)=ax*+bx+c,ae R*,bcecR

Forma canonica: f(x)= a(x +P_J ,A

Semn contrar 0 semnul lui a

2a 4a’
Monotonia:
a>0
b
X —00 - +a0
2a
A
x) ‘ \ 4_ /
mmf(x)=?Apentru x—-—sl Imf = A )
4a 4a’
a<(
{ b
X —0 —— +o0
2a
A
fix) / _A
A
max f(x)=—— pentru X:~~—$I Imf = ( o0, }
4a
Semnul:
A>0
X —a0 X X> +co
semnul lui a 0 semn 0  semnul luia
f(x) contrar
lui a
A=0
X =00 X] = XI = _L +o0
2a
f{x) | semnul luia 0 semnul lui a
A<0
X —0 +o0
fix) semnul lui a
- " b A . b . .
Graficul este o paraboli cu varful V| ——,—— |si x = —— axi de simetrie.
2a  4a 2a
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o FEcuatii de gradul al II-lea

~btyA
. . 2a
- Descompunerea in factori: ax™ + bx + ¢ = a(X — X, (X — X2);
- Natura radacinilor:
A>0=x2x e R;

ax’ +bx+c=0; A=b’ - 4ac; x5 =

A=0=x=% € R;
A<0)=X,X2 & R.
- Relatiile lui Viete:

b C 2 2 ) 3 =
S=x+Xxy=——; P=x;-x,=—; X{+X5=8"-2P; x3 +x3 =8° -3PS;
a a
- Daci se cunosc radacinile x, si x> ecuatia de gradul al [l-lea care are aceste solutii este:
)
X*—=Sx+P=0;

- Notim s_=x + x}, atunci as, + bs,_; + ¢s,.o=0.
n 1 2

GEOMETRIE S| TRIGONOMETRIE

I. Vectori in plan

e Fie A, B, C trei puncte necoliniare. Atunci:
a) A_BS+B_C.=A4C.sau A_B.+B_C’+—C_/-{=(*);
b) Dacid M e BC, astfel incit MB kiA=L A+ E AT,
CM k+1 k+1

¢) Dacd M este mijlocul lui BC = A =%(K_B‘+A_C) )

» Doi vectori AB si CD se numesc coliniari daci au aceeasi directie; Kﬁ$i CD coliniari <>
& 3o e R astfel incit AB=aCD.
o In reperul cartezian (O,T,]) consideram punctele A(xy, y;), B(xa, v2), M(x, y). Atunci:

a) v= OM =xi + y} se numeste vectorul de pozitie al punctului M;
b) ‘6]?/1.‘=\/x2 +y? :l-‘;l;

c) E=E+EB.:6B.—6K=(xB—xA)T+(yB—yA)E;

d) Notam OA :-LI$i OB=v; u-v=‘u cos@, unde @ = <(E.§) se numeste produsul

.lv

scalar a 2 vectori in plan;

e) Ev;=(x,7+y,})(xﬁ+yzj)=x,x2+yly2pentrucz‘t41-]=§-]=]$i 1-j=j-1=0;
f) Gl:f@coscp:Ocsﬁ-—\::(*) & X, + Yy =0;

o on TTICN- - ¢
g) usi vcoliniari < 3 o € R astfel incat u=av L. 1

X2 Y2
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ITEMI DE ANTRENAMENT

Numere reale

1.

Calculati:
3 1

a) 32.272;

b) (13* - 5% : 6%

o) (1°+2"+ ... +9%:9"
d)55-36+45-36=2".3".5%
10
3

-1

e)(03-0,8+04-09):2= (

S -

Ariatati ca:
a) V5+246 =42 +43;

b)x=125:05+ % sly= 3l+ L 2 sunt numere naturale consecutive:;

¢) numarul 2\/37(5\/6 - \/E) este irational;

Aratati ca:

a) (1+4/5) +(1-45)" e N;
by V(W3 -1) +y(2-3) e

c) (2\B+3\/5): + (Jﬁ+ M) \/E+(3\E-2\/§f +(_7%]' este numar natural nenul.

Aritati cd:
a) '3.[6_4— Jﬁ+ 243 € N;

b) (\/@ - \/1_6—) ﬁ este numar irational.

a) Comparati numerele: V2 siif3.
b) Ordonati crescitor numerele: 2: V4:+/3 .
¢) Ordonati crescator numerele: log, 32; ¥2:: 12 .
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10.

11.

12.
13.

14.

16.

58

Rationalizati fractia:

a) 2 ;
V24457
Aflati a. b numere rationale pentru care:

a) a+b\[_’:=(\/§+lf;
b) (\/€+J§):\/§+(a+ﬁ)z=(u—2la+2)+b;
c) (a+ﬁ)2—(bv\/§)2 :(a—bXa+b).

1+V5'

Rationalizati fractia: R S
T =B+

1 1 1
Demonstrati ¢a + + e 7.
Az s A
Demonstrati egalitatea: {/S\E +7 —%/5«/:— T=2
Aratati ca: \[9w4\/§ +Jl4—6x/§ e N,

Care este cel mai mare dintre numerele: \5 ; %G .iﬁ :

Calculati:
a) log, 10 - log, 5; b) log, 3+log, 27,
3 3
Y
c) LZJ —log,16; d) loge 3 + logg 10 — loges 5;
e) log; 9 — logs 25; f), 583

g) logg3—logg 2.

Determinati x in cazurile:
3
a) log -x=4: b)log,216=3; c)logxl=4; d) Iog_‘_\ﬁ%—::‘-;
v 81

e) log, é = ",3; ; Dlog,zx= —% ;o g) loggpS =x; h) log,0,125 = 2.
Calculati:

a) Zlng;-i : b) 3lm_1..(-: C) 25k\g;3: d) 36"‘8:-3 :

¢) 8105m7 ) logs(logs16);  g) 3277, h) 4Vees _ gilessd

Sa se logaritmeze expresiile urmatoare pentru a >0, b > 0:

a) bl . b) [3 i] : c) aybya . d) va= ¥ ; e) s

[J p

b\{aﬁ - Jadaila ‘



17.

18.

19.

20.

21.

22.
23.

24.

26.
27.
28.

29.

30.

31.

32.

Determinati valorile reale ale lui x pentru care sunt definiti urmatorii logaritmi:

a) log(x” — 2x); b) logs(—2x" + 4);

d) lOgd—x2 +8x—16); e) log:(logsx);

g) lOg\E (4 = .'Cl) " h) IOSJUOQJ);

j) log, a(x —1); k) logg,ir\.(.‘f1 -2)

Aridtati ca log; 2 - logy 3 - ... - logagy; 2020 < 1.
1

c) logs(x* — 527 + 4);

f) log, (Iog, x] ;

1) logu(iogb x);
1) log.+ (4 -x).

Aritati ca 0 ] l =log, 0y 2021.
+ +.t
log, 2021  log, 2021 log . 2021
Calculagi M& i
logs3
Calculati: log,, 3 log, 3-I0gﬁ 7 -(1+log, 7).
Aratati cd log, 4 + logs 25 < NITH
Aratati ci log, 5 + log, 12 —log, 30 = 1.
2 3 4 25
Aratati ca log; —+logs —+logs—+...+logs— € M.
W Wl gy %24
Aratati ca: log,3 =1+log, 7.
log,, 3 B
Daca se noteaza log; 2 = a, aratati ca logy 24 = | + 3a.
Determinati valoarea produsului lg(tg 40°) - lg(tg 41°) - ... - lg(tg 45°).

Determinati partea intreaga a numarului logs 521.
Aratati ¢ 3 € (log, 7.3{/%).
Caleulati ™' -3/125 .

Calculati 1000'8% —3/-32 .

Determinati m, n € () cu proprietatea (m — 2n +4) + (3m — 2n) ﬁ =0.

Determinati a, b € 7 daci 1++/3 verifica ecuatia ax” + bx + 12 = 0.

Rezolvati ecuatia [3x — 2] =4.

Fie x, v € [3, 5]. Demonstrati cd a € [3, 5], unde a = xy — 4(x + y) + 20.

Demonstrati inegalitatea a’+b’+c’>ab+ac+ be,Vab,celR.
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37.

38.

39.

40.

41.

42.
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Folosind metoda inductiei matematice, demonstrati ca:

| *
a) —+——+...+ . e ,VnelN,;
1-4 4.7 (3n-2)3n+1) 3n+l
b)2">n",neN,n>5;

¢) 17 divide 3- 5"+ 2> ¥V ne N.

Daci x, si x, sunt ridicinile ecuatiei X —ax +b =0, a, b € Z, aritati ca X;+x5 € Z,

VnelN.

a) Gasiti doud numere irationale a si b pentru carea + b € Q.

b) Gasiti doud numere irationale ¢ si d pentru care ¢ - d € Q.

¢) Aratati ci suma dintre un numar rational si un numar irational este un numar irational.

d) Aratati ca produsul dintre un numar rational nenul §i un numdr irational este un numar
irational.

, 1 1 1 .
Consideram suma S, = —+——+...+ ,Vnel.

1-2 2.3 n(n+1)
. 1 1 1 -
a) Aratafi ca =————,VkelN.
k(k+1) k k+1

b) Calculati S,..

2009

¢) Aritati ca S, < | si determinati cel mai mare n € N, astfel incét S, < 000"

Se considera multimea Z[\/g] ={a+ b5 |a,beZ}.
a) Verificati ci 0 e Z[v5] si 1 € Z[V5].
b) Verificati ca, daci x, y € Z[/5], atuncix +y € Z[V5] six-y € Z[5].

¢) Aritati ca 6+ 245 e Z[V5].

d) Dati exemplu de un element din Z[\/g] care are inversul tot in Z[\E] :

Se considerd numarul real © = 1 + +/2 si multimea M = {a + bw | a, b € Z}. Notam

®=1-2 sicuG={ze M |3y e Mastfel incity -z=1}.
a) Verificatica0 e Msil € M.

b) Verificati ci ©” = 2o + I.

c)Daciz.y e M,atunciz+y e Msiz-y e M.

d) Ardtati ci (a+ bo)a+ bo ) e Z,Va, b e Z.

¢) Ardtati cd o € G.

f) Aratati ¢ G are cel putin 2010 elemente.

g) Aritati ci 0™ ¢ Q.



Progresii

1:

.

.

2
3
4
5
6
7

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Fie (a,)n» 0 progresie aritmetica in care a; = 2 si r = 3. Aflati al zecelea termen.

Daca (a,)y2 este 0 progresie aritmeticd cu a, = 5 §i ay = 13, determinati a, si ratia.

Fie (by)s21 0 progresie aritmeticd cu by =2 si b, = 0. Calculati suma primilor 10 termeni.
Daca intr-o progresie aritmetica a; = —1 si S;o = 80, determinati ratia progresiei.
Determinati al zecelea termen al sirului 1, 5,9, 13, ... .

Fie progresia aritmetici (a,),» in care a, + a, + a, = 27, iar as — a; = 6. Determinati a; sir.

Se considerd progresia aritmetica (a,),» in care a; = | si as = 21. Calculati:
a) a7
b) a + a+..+ az;

c) solutiile ecuatiei \/x +a, =x —a, .
Fie (a,),») progresia aritmetica cu ratia r gi cu a; + ay = 16 §i a, - as = 28. Calculati a, SiT.

Gasiti primul termen si ratia unei progresii aritmetice (a,),»;, stiind ci a, + a, = 16 si
a;-as=28.

Aflati x € R astfel incat urmitoarele numere si fie termenii consecutivi ai unei progresii

aritmetice;

8).2;5; 3~ I3 b)4;2x + 1;2 - x; €)5-x:3x+2; 2x—1.
Calculati urmatoarele sume:

a)l+2+3+...+2017; b)2+4+6+...+250; )1 +3+5+... +111;
dyl+4+7+ ... +76; e)3+T7+11+... +39; N2+7+12+ ... +2017.

Fie (by),21 0 progresie geometrica cu termenii pozitivi.
a) Dacad b, =2 si q = 3, aflati b; si bs.
b) Daca b, =4 si q=2, aflati b;, by si b; + b, + bs.

[ 1 . .
¢)Dacab,= 5 siby= -S—.aﬂan bs, by siq.
Daci ratia unei progresii geometrice este 3, iar al treilea termen este —54, determinati

primul termen al progresiei i suma primilor 10 termeni.

Daci intr-o progresie geometrica, b, = 8 - bs, aflati ratia.

Se da sirul 1; i ... . Aflati termenii de pe locul 8 si respectiv 20.

£

11
4’ 8

19 | =

. : 5 . 7 . 7 .
Fie (a,).2; 0 progresie geometrici. Daca a, +a, :E §1 a;—a, +a, =§, sa se precizeze

a, si q (ratia).

Primul termen al unei progresii geometrice este 5 si suma primilor 4 termeni este 75. De-
terminati progresia.
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