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ELEMENTE DE ALGEBRA

CAPITOLULI
GRUPURI

I.1. Lege de compozitie interna

Matematicienii egipteni §i babilonieni cunosteau un sistem complet de reguli de calcul
privind numerele naturale, numerele rationale pozitive, lungimile, ariile si volumele, ecuatiile
de gradul intdi §i al doilea. Aceste reguli erau, de obicei, enuntate in cazuri particulare.

Matematicienii greci (Euclid, Diofant) sunt primii care au incercat justificarea acestor
reguli de calcul. Notarea cu litere a elementelor care intervin in probleme (adicd aparitia
algebrei) a permis enuntarea primelor reguli generale de calcul, care se aplicau la inceput si
unor numere neprecizate in acea perioadd (numere irationale, numere complexe).

Perfectionarea notatiilor matematice si introducerea unor notiuni noi (matrice, polinoame,
vectori, etc.) au condus la considerarea operatiilor nedeterminate ce se efectueazi cu obiecte
nedeterminate (fapt specific algebrei abstracte).

Considerim acum multimea numerelor naturale si operatiile de adunare, scidere si ridicare
la putere in multimea N . Oricaror doud numere naturale @, b le putem asocia un numar
natural ¢ care este suma lor si este notat a+ b. Oricdror doud numere naturale a=b le
putem asocia un numér natural d care este diferenta lor si este notat d =a—b . Sa observam
ca, dacd a<b, atunci a—b nu se poate efectua in N . Spunem c4, in acest caz, d ,.nu este
definit”. in cazul ridicirii la putere a numerelor naturale avem ,,definit” numaérul a® cu
exceptia cazului a=0,b=0.

in cele trei exemple considerate, orice operatie asociazd unei perechi ordonate (a,b) de
numere naturale un al treilea numdr natural (atunci cand este posibil). Asemenea operatii s
numesc §i ,,binare” si pot fi ,definite peste tot” sau ,.nu pot fi definite peste tot”. Ordinea in
care se considera , factorii” (sau ,,termenii”) este in general esentiald. De exemplu, perechilor
(3,5),(5,3) le ,corespunde” prin adunare numarul 8, iar perechilor (2,5) si (5,2) le
corespund prin operatia de ridicare la putere numerele 32, respectiv 25.

Definitie. Fie multimea nevida M. Se numeste lege de compozitie (internd) pe M
(sau operatie algebricd pe M sau operafie binard pe M) o aplicatie f:MxM — M.
Elementul corespunzitor cuplului (perechii) (x, ») prin functia (aplicatia) f se numeste
compusul luix cuy (in aceastd ordine !) si se noteazi cu f ((x,)) sau, maisimplu, f (x.y)-




Dacid legea de compozitie prezinti unele analogii cu adunarea (numerica) sau inmultirea
(numericd), pentru notarea compusului folosim x + Y (notatie aditivd) sau x-y (sau xy)
(notatie multiplicativa). Pentru compusul £ 4 ( 5 y) se mai folosesc i alte notatii: x o y, x*y ,
XAY,xVy,x@y,x0p,x 1y, xAy, etc.

Spany Legi de compozitie

a) [iMxM—->M,f(x,y)=x+y, unde M este una din multimile
N.ZQ, R,C, M, (R), M, (C);
b) f:MxM—M, f(x,y)=xy,unde M este una din multimile de la punctul a);
©) Fie #(d)={g:4— A}. Aunci f:F(A)xF (4)—>F(A), f(g.h)=goh este
o lege de compozitie pe % (4).
d) Fie A¢®,9(A)={X|XCA} - Atunci functiile f,g:P(A4)xP(4)—> 2(4),
f(X,Y)=XUY,g(X,Y)=XNY suntlegi de

compozitie definite pe 2 (4).

Fie multimea finiti M ={a,a,,..,a,}. Legea a,
de compozitie /' definitd pe M poate fi cunoscuti _ 3
daca se indici , tabla” legii de compozitie: la intersectia S f(“f’- @)
liniei 7 cu coloana j se afld elementul f ((a,-,a j)) :

a,

ErEMPLY
@ Sé se scrie toate operatiile algebrice definite pe M = { 0, l} :

Soluie. M x M are 2% =4 elemente. Atunci numirul operatiilor algebrice

definite pe M este 2% =16 . Avem urmitoarele operatii:

|01/\|01 | 6. 1 e e T8 N e

0[00 gL 0.0 g.4°8 0 I el BRI I R e

:;'001011x1101110111

JEEE = L0 1 S Zae | 0:2 4 01
1 2 A | i o RN i e | 0500
] B 51 EE E{ 050 1 I ) 1 L0



recunoagtem conjunctia
(A), disjunctia (v),

051 Rk | 0 1 lo 1 intre aceste operatii
0

i s, bl il ey L]0 0 implicatia (—). Care este
tabla ,,echivalentei” ?
Probleme rezolvate
1. Fie M ={1,2,3,4}. Este lege de compozifie FE - H-CR

f:MxM— M data de

Uy 33 jen
f(x,y)={x St ? 313 a3 -4

x+|x— y‘ in celelalte cazuri

Solutie. ,,Tabla” legii este reprezentata alaturat.
Observim ci f(4,3)=5¢ M , deci nu avem lege de Pl T VR - S SR

compozitie.

2.Fie D, multimea divizorilor naturali ai numarului natural n=>2.Pe D, se defineste
legea de compozitie xoy = (x, y) (cel mai mare divizor comun al lui x siy). Sa se scrie

tabla legii de compozitie pentru Dy §i Dy,.

Solutie. Avem Dy ={1,2,4,8}, D), ={1,2,3,4,6, 12} . Cele doui table de compozitie sunt:

TR e TR i o

o a8 R SR B G|
B T e Bl e 1 U TR SO (SR B B
o e U TR FloghJoap d g 3. 13
FIE B cal U R L A1 togo B4 204
T e el gt Pl T B AR AL S U
TR SN TR R TR TR ¢

3. Si se demonstreze ci legea o~ este lege de compozitie pe M = [-3, 5], unde
xoy=xy—4x—4y+20,Vx,y € M.

Solutie. Observam cé legea datd se mai poate scrie: xoy =(x—4)(y—4)+4. Daca
x,y € [-3, 5], atuncix — 4,y —4 € [-1, 1] si deci (x — 4)(y — 4) € [-1, 1]. Atunci rezulta cd
((x — 4)(y —4) +4) € [-3, 5] si deci xoyeM.



x 0 1-x
4. Fie multimea de matrice M={| 0 0 0

xeR-—{%} :

Sa se demonstreze ci inmultirea matricelor este lege de compozitie pe M.

I-x 0 «x

x 0 1-x
Solufie. Notim A(x)=| 0 0 0 ,xeR—{-—é—}.
I-x 0 «x

Vom demonstra ci A(x) - A(y) € M pentru orice x, y € R - {%} Intr-adevar,

x 0 1-x y 0 1-y) (14+2xp-x-y 0 —(2g-x-y)
Ax)-A»=| 0 0 0 || 0 0 o |= 0 0 0 =

I G » I-y 0 y «(2xy-x-y) 0 l+2xy-x-y
=AQ2xy-x-y).

Pentru ci 4(x) - A(y) € M, trebuie si demonstrim ci 1+ 2xy-x-yeR- {%} pentru

orice X, yeR~{%} . Intr-adevir, din x,yeR—{%} rezultd 2(x—%)(y~%)¢o, adica

Zx—x-y+%¢0,deunde ny—x—y+1¢%.

5. Céte elemente are multimea M ={ 4"|4 = ,neN t?

- I — -
= I =
(= =]

Solutie. Avem 4* = » A*= 0, sideci M= {0,, 4, A%}. M are trei elemente.

o O o
o o o
S O -

pROBLEAE 1. Justificati de ce impdrtirea nu este operatie algebrici (lege de compozitie
= internd) pe fiecare din multimile N, Z, Q,R,C.

2. Justificati de ce adunarea, inmultirea, sciderea $i impdrtirea nu sunt legi
paopssE  de compozitie pe multimea numerelor irationale.

3.Pentrua, b€ N*notimcu gv b, respectiveu a A b, c.m.m.d.c., respectiv c.m.m.m.c.
al numerelor a si b.

a) Sa se calculeze 10v 12,10V (12v 8) si (10v12)v8.
b) 54 se calculeze 6 A 15, 6AOAL5)si (6A9)A15.



¢) Si se demonstreze cé, pentru orice a € N*, avem:
lva=l,ava=a,lna=a,ana=a.

4. Fie a€ N, a > 2 si fie multimea D(a) = {x € N*| x| a}.

Fie " si A" operatiile algebrice de ,Juare” a c.m.m.d.c., respectiv a c.m.m.m.c.
a) Si se determine D(8), D(13), D(36).

b) Sunt " si A" legi de compozitie pe D(8), D(13), D(36)?

¢) Sunt _v” si A" legi de compozitie pe D(n),n€ N,n > 2?

5. a) Si se demonstreze cd, pentru orice a, be R, avem:
max(a, b) =a_+b_§|£*i|, min(a, b) = a_fb_;‘a_—ﬂ.

b) Pe care din multimile N, Z, Q, R, C, ,max” si ,min” sunt legi de compozitie?

¢) Sa se scrie tabelele legilor ,max” si ,,min” pe multimile M, = {-2, 2110, 12,
M,={-2,-1,0,1,2,3}.

6. Si se demonstreze ci operatia ,,o” este lege de compozitie pe mulimea indicati in
fiecare din cazurile:

a) M= (3, ), xoy=xy—3x-3y+12;

b) M = [3, ), xoy=xy-3x-3y+12;

¢) M=[4,6], xoy=xy-5x—-5y+30;

QM=2Z+1={2%+1|keZ}, xoy=ﬂ_ﬂf+_31:_1;

X TN

e)M=(_ls 1); x°y=l+wa

v SR At
M= (1), xey=775"75

7. Fie multimea M = {0, 1, 2, 3, 4}. Fie functia f: M x M — M definitd prin
. x—y,x<2,y<2

flx,»)= g ..

a—|x-y|, in celelalte cazuri

Si se determine a € Z astfel incit fsa fie lege de compozitie.

8. Si se demonstreze ci ,,” este lege de compozitie interna pe multimea indicata:

1
a) M= Ji e 1 |a>—l b)) M= [+2a X |a>-1 7
—2a 1-4a -2a l-a

a 0 a

2% 3
¢) M= 0 b 0 |a,beR ;0 d) M:{( y]‘x,yeQ’4x2—3y2=l}.
a 0 a X



L.2. Clase de resturi modulo n

Fie numarul natural n> 2. impértim multimea numerelor intregi in ,,clase” in modul
urmdtor: fiecare clasd cuprinde toate numerele intregi care impdrtite la n dau acelagi rest. O
astfel de clasd se numeste clasd de resturi modulo n. Deoarece restul impértirii oricirui
numdr intreg la » este unul din numerele 0,1,2,3, .., n-1, rezulti ci existi exact n clase
de resturi modulo n. Aceste clase le notim C sau k, unde 0<k<n—1 §i
C, =k= {nm+k|m e Z} . Avem deci C, =6={nm’m €Z},C =1= {nm+1m e Z} etc..
Orice numar dintr-o anumiti clasi se numeste reprezentant al clasei. De exemplu, in cazul
claselor de resturi modulo 6, numerele -8, -2, 4, 10, 16 sunt reprezentanti ai clasei C, . De
obicei, ca reprezentant luim cel mai mic reprezentant numir natural. fn cazul claselor de
resturi modulo 6 avem deci :8=—3=ﬁ)=1%=2=C4.

Pe multimea claselor de resturi modulo » (notatd Z ) introducem doua operatii notate
aditiv si multiplicativ definite astfel: a+b=a+b, a-b=a.b. Tablele adunarii si inmultirii
definite ca mai sus pentru Z, sunt:

+]8 ¢ 2 3 b
(8 ¢ & 3% 66 6 b 6
ME s g A9 e
318 4 5 % 208 5 4 4
§ha fea s 118 508

Definitie. Fie ne N, n > 2 i x, ¥y € Z. Spunem ci x este congruent cu y modulo n daci
n fx —¥. Notdm x = y (mod n).

Teorema. Relatia de congruenta modulo » are proprietitile:

a) este reflexiva: x = x (mod n), Vx € Z;

b) este simetricd: x = y (mod n),x,y€ Z=y = x(mod n);

¢) este tranzitivd: x = y (mod n),y=z(modn),x,y,ze€Z=>x=z (mod n).

Demonstratie. a) x —x =0, n [0,VneNnz2=x= x (mod n);

b)x=y(modn)=n|x-—y=existide Zcux—y=dn:>y—x=(—d)-n,—-de =
nly-x

c)x Ey(modn),yEz(modn)::»existﬁa,be Z astfel incdtx~y = na, y—z=nb. Cum
X-z=(x-y)+(-2)=n(a+b) sia+be Z, rezultd ci n lx—z$i deci x = z (mod n).




Observatie. Congruenta modulo 7 este compatibild cu adunarea si inmultirea numerelor
intregi, adica:

a) pentru orice a, b, c,d€ Zcua = b(modn), c =d(modn),avematc= (b + d)(mod n);

b) pentru orice a, b, c,d€ Zcua = b (mod n), ¢ = d (mod n), avem ac = (bd) (mod n).

Problemii rezolvati

a) Si se scrie tablele adundrii §i inmultirii in Z .

b) Si se calculeze in Z,: S14+303;<13. 433,

¢) Si se rezolve in Z, ecuatiile x+4=12, x-x=4.

d) Si se demonstreze ci existd in Z, ecuatii de forma a-x=b,a,be Z,a= 0, care au
cel putin doud solutii.

¢) Si se determine multimea 4={x¢€ Z |existd yeZ; cu %+ 9= i}.

Solutie. a) Tablele adunarii i inmultirii in Z_ sunt:

il b odedeidanndo g v ke bl oasd w8
RS SRR T 0fs01 0bi b 00D
1T Mg s A e WA @ B Ve SR I W SRR
B T SRl B e e S ke B 004
TEUL LR R PR L S 2 S DR el S e
R R TR B e L0 B ke Coren ey gy Bl
5 S AT VRt S SR . N T G RS |

b) Avem —14 = -3 - 6 + 4; 33 =6+ 6 + 3 i deci 14=4, 33=9.
Rezulti cd Z14+33=4+3=1;714.733=4.3=0.

c) x+d=2eox=4; J‘c»J"c=2l<:>xe{i,fl}

d 3-2=4oxef2,5);

e)Avem £-§ =1 doar in cazurile i1,5.5. Rezultica A={1, 5.

pROBLEAF 1. Si se demonstreze cd, pentru orice n € N, n > 2, congruen{a modulo n
Z== este compatibili cu adunarea §i inmultirea numerelor intregi.

2. Fie Z multimea claselor de resturi pentru n € {2, 3, 4, 5}.
pROMSE a) Si se scrie tablele adundrii §i inmultirii modulo 7.
b) Si se demonstreze ci, pentru orice a, b € Z ,ecuatiaa+x=b are solutie unica.
¢) Si se demonstreze cd, pentru n € {2, 3, 5} si pentru orice a,be Z — {0}, ecuatia
ax+b=0 are solutie unici.
d) Si se determine cazurile in care ecuafia ax+b =0, a,bel, - {0}, nu are solutie
unicéd in Z,.



