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Mulitimi. Multimea numerelor
naturale

m Competente specifice

1.1. Identificarea unor notiuni specifice multimilor si relatiei de divizibilitate
in N

2.1. Evidentierea in exemple a relatiilor de apartenentd, de incluziune, de
egalitate si a criteriilor de divizibilitate cu 2, 5, 10n, 3si9in N

3.1. Utilizarea unor modalitati adecvate de reprezentare a multimilor si de
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4.1. Exprimarea in limbaj matematic a unor situafii concrete care se pot
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23 1.1. Multimi

1.1.1. Descriere, notatii, reprezentari. [=] P [u]
Multimi numerice si multimi nenumerice.
Relatia dintre un element si o multime [El&=er:

Multimea este o colectie de obiecte bine determinate si distincte numite elementele
multimii.

Multimile se noteaza cu litere mari, iar elementele mulfimii se noteaza cu litere mici.

Dacd 4 este o multime si x, un element al sau, atunci vom scrie x € A si vom citi
x apartine lui 4. Dacd x nu este un element al mul{imii A, atunci vom scrie x € A si vom
citi x nu apargine lui 4.

O multime poate fi datd in trei moduri:

1. numind fiecare element al mulfimii; in acest caz mul{imea se scrie punind intre
acolade elementele sale; e

Exemplu: 4= {0, 1, 2, 3}. A 0 °] *2 \

2. cu ajutorul diagramei Venn—Euler; in acest caz, mul- o3
jimea poate fi ilustratd desendnd o curba inchisi si scriind in
interiorul ei elementele corespunzitoare (fig. 1); Fig. 1




3. enuntind o proprietate caracteristici elementelor multimii (pe care o are oricare
element al mul{imii si nu o are niciun alt element care nu apartine mulfimii).

Exemplu: 4 = {x | x este numar natural §i x <4}.

©® Mulgimea care nu are niciun element se numeste multimea vidi; ea se noteazi cu
simbolul &.

©® Multimea care are ca elemente toate numerele naturale este numiti multimea nume-

relor naturale. Aceasta se noteaza cu N, Asadar:
N={0,1,2,3,...}.

® Numarul de elemente al unei multimi 4 se numeste cardinalul mul{imii 4 si se
noteaza card A.

® ® ® activitati de invdtare ® @ @
PElintelegere * |

1. Scrieti multimea literelor din care este format cuvantul:
a) biblioteca, b) cinemateca; ¢) actualitati.
. Scrieti multimea cifrelor din care sunt formate numerele:
a) 43 257, b) 524 123;  ¢)17230415; d)425730.
. Scrieti multimea numerelor naturale mai mici sau egale cu 4.
. Scrieti mul{imea numerelor naturale cuprinse intre 6 i 14.
. Scrieti mulfimea cifrelor: a) pare; b) impare.
. Fie multimile: 4 = {a, b, c¢}; B={c, d, e}; C={a, c, e}. Caror multimi le apartine:
a) elementul a; b) elementul b?
7. Fie multimile: 4 = {1, 3, 4, 7} si B=12., 4, 7, 9}. Scrieti valoarea de adevir a propo-
zitiilor:
a)2 e A, b)3 e A4; c)2¢ B;
d) 1" e 4; e)de Aside B; f)le A4sau7e B.
8. Scrieti urmatoarele mul{imi cu ajutorul unei proprietati caracteristice a elementelor:
A={0,1,2,3,4,5,6}; B={0,2,4,6,8}; C={1,3,5,7,9};: D={1,3,9,27, 81,243}.
9. Precizati valoarea de adevar a propozitiilor:

]

oU bW

a)3e {0,1,3}; by2e {1,4,5};
c)de {xe N|x<5} d)0 e I;
e)27 e {xe N|x<3"} f)10e {xe N|7<x<12}.

PE|Aplicare si exersare **

10.Fie 4 =1{0,1,3}si B={x|x=2"+asiaec A}. Scrieti elementele mul{imii B si
calculati card B.
11. Indicati propozitiile false:

a)2e {1,7,.3} b)7°e {1,3,9}; c)de {1,2,3}
d)7e {0,3,7,11}; e)0e J; Hoe &.

12. Scrieti urmatoarele multimi enumerind elementele acestora:
A={xe N|x<4} B={xe N'|x<4};
C={xe N|3<x<T7} D={xe N|4<x<10}.

= I Matematicd. Clasa a VI-a
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13. Scrieti elementele mul{imilor:
A={x|xe N,x=2k+1,ke N k<3}; B={x|xe N,x=2Xke N,k<4};
C={x|xe N',2"<32}; D={x|xe N',xX*<64}.
14. Scriefi elementele multimilor:
A={xe N|3=1sau3'=27}; B={xeN|x=2",ne N, n<5}
C={xe N|¥<125i2>9}; D ={x e N|xeste ultima cifra a lui >, n € N}.
15. Aflati cardinalul multimilor:
A={xe N|x<2001}; B={xeN'|x<1957}; C={re Nj4<x<I10};
D={xe N|2<x<7} E={xe N|5<x<14}; F={xe N|2<x<2002}.
16, Determinati elementele mulfimilor: -
A={x|xe N,x+3<7}; B={x|xe N,22-5>x5ix<3*-2};
C={x|xe N, x este patrat perfect de doua cifre}; D={ 2x | x este cifrd impara};
E={x|xe N, x este pétrat perfect si x are ultima cifri 3}; F={x|xe Nsi 2" =32}.
17. Stabiliti valoarea de adevir a propozitiilor:
a){1,2,3}={xe N"|x+2<5}; b){xe N|2*-2"=63} = {6};
¢){1,3,5,7,9}={xe N|x -1 este cifra pard}.

m Aprofundare si performanta ***

18. Determinati elementele multimilor:

A={xe N|8 + 8" este patrat perfect}; B={x e N|24*+ 24" este pitrat perfect}.
19. Scrieti elementele multimilor de mai jos. Ce observati?

A={xe N|7<x<11}; B={xe N|5<x-2<9}; C={xe N|13<2x-1<21}.

20. Determinati mulfimile: 4= {xe N|x =2ab si x patrat perfect};

B={xe N|x=lab six pitrat perfect}; C = {x e N j(1+2-22.2%): 0+ 2% 235,

PE~P PSupermate <+ |

21. Determinati multimile 4 si B care indeplinesc simultan proprietatile:
a) {1. 2, 3, 4} reprezintd multimea formata din toate elementele mulfimilor 4 si B;
b) fiecare multime are cite doua elemente; c)dacixe A4, atuncix+ 1€ B.
22. Se dd multimea 4 formata din numere naturale, cu proprietatile:
a)9e 4; b)dacixe 4,atunciSx+ 1€ 4; c¢)daci7x+4e 4, atuncix e A.
Ardtatica6 e 4.



1.1.2. Relatii intre multimi (=¥ [s]

@ Doud multimi sunt egale dacd au aceleasi elemente. Dacd 4 s1 B sunt [=] .:
doud multimi egale, notam 4 = B, iar daca nu sunt egale notim A = 5.

® Fie 4 si B doud multimi; 4 este inclusd in B daca orice element al multimii 4 este si
element al multimii B. Se scrie 4 © B. Se mai spune ci B include pe A si se scrie 8 4. In
acest caz se spune despre 4 ca este o submultime a lui B. Dacd 4 nu este inclusa in B,
adicd 4 nu este o submultime a lui B, notim 4 & B (citim ,,4 nu este inclus in B”) sau
B 1 A (citim ,,B nu include pe 47).

@ Se considerd ¢a multimea @ este submultime a oricarei multimi A.

® Orice multime este inclusa in ea insasi. Deci 4 < A, oricare ar fi multimea A.

® Doudi multimi sunt egale daca fiecare dintre ele este o submulfime a celeilalte
multimi: 4 = B daca si numai daca 4 C B g1 5 < 4.

® ® ® activitati de invditare ® ® @
Pelintoiegere+ -

1. Scrieti toate submultimile multimilor:
{1, 2k b){2,3,5}; c) {a, b, c}.
2. Scrieti trei submultimi ale multimii numerelor naturale.
3. Scrieti toate multimile X care indeplinesc conditiile: {1,3} c Xsi X< {1,2,3.5,7}.
4, Dati trei exemple de multimi egale cu multimea vida.
5. Fie multimile: 4 = {xe N|3x< 10} siB={xe N'|x+2<7}.
a) Scrieti clementele celor doua multimi.
b) Stabiliti dacd 4 < B sau B < A.
6. Care dintre mult{imile de mai jos sunt egale?
A={xe N|3<x<8} B=1{4,5,6,7}; C={xe N|4<x<T}

D={xe N|x23,xcifra}; E={xe N|x<5, xnumir par}.

7. Stabiliti valoarea de adevir a urmitoarelor propozitii:

a){1,2,5} c{0,1,2,5,7}; b){1,2,5}>{0,1,2,5,7}
c){3,7,11} o {3}; d){re N'|x<2}c{xe N|x<2}
e) @ < {0}; f) {xe N |x <5} c {x e N|xeste cifrd a numarului 34 021}.

E Aplicare si exersare **

8. Fie M={11, 21,31, ...,91}.

a) Scrieti cardinalul multimii M.

b) Scrieti trei submul{imi ale mul{imii M formate din céte patru elemente.

¢) Scrieti toate submultimile multimii M formate din cate opt elemente.
9. Fie M=1{0, 1, 7}.

a) Scrieti toate submultimile multimii M.

b) Scrieti multimea X formata din submultimile mul{imii M.

¢) Scrieti cardinalul multimii X.

! Matematica. Clasa a VI-a
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10. Fie M= {x | x este cifra pari}.

a) Scrieti elementele mulfimii M.

b) Scrieti trei submul{imi care sunt incluse in M.

¢) Scrieti trei multimi care includ mulfimea M.
11. Determinati toate valorile lui x pentru care urmatoarele afirmatii si fie adevarate:

a) {x} c {2,4}; b) {2, 3,x} € {1.2,3. 5}; o) {l,x,4} c{1,4,6,7}.
12. Completati spatiile punctate pentru a obtine propozitii adevarate:

a) Daca orice element al mul{imii 4 este element al multimii B, atunci 4 ... B.

b) Daca existd in multimea 4 cel putin un element care nu este element al multimii B,
atunci 4 ... B.

¢) Daca orice element al multimii 4 este element al mul{imii B si orice element al
mulfimii B este element al mulfimii A, atunci 4 ... B.
13. Fie multimile: 4 = {2x - 1; x; 3x + 1} si B= {2(x + 1) = 3; 2x — 7; 2x + 8}.
Determinati x € N astfel incat 4 = B.
14. Fie multimile: 4 = {1, 2, 3, 4}; B= {2, 3}; C={2}; D= {2, 3, 4}; E = {3, 2}.
Completati spatiile punctate cu unul dintre simbolurile: .7, .27, ..@",,,2 7, .= sau ,#".

a)d...B, b)C..4;, ¢)B..D; d)B..E eC..D; DE..A
15.Fied={x|xe N'six<3};B={x|xe Nsi2<x<5}; C={l, 2,3, 4, 5}. Care
dintre urmatoarele propozitii sunt adevirate si care sunt false?

a)3e A; b)le B; ¢){0,1} c4; d) {2,3,4} c B;

e)dcC; NCoA; g Bz h) {1,5} z C.

E Aprofundare si performanta ***

16. Fie multimile: 4={x|xe N§i4<x<Th B={y|y=x+2,xe A}siC={z|z=2x,x€ A4}.
a) Precizafi care dintre propozitiile urmitoare sunt false si care sunt adevirate:
1){5,6}c4; )4 cC; 3){7,8} cB.
b) Calculati card 4, card B, card C.
17. Precizati cardinalul multimilor: 4 = {x e N|4<x*<70}; B={xe N|5<x’<125}.
18. Fie multimea M= {xe N’ | 3x +a < 14, a € N}. Determinati a, numdr natural, astfel incat:
a) card M= 0; b) card M= 1; ¢) card M=2; d) card M= 3.
19. Fie mulfimile: 4 = {x e N|2x-3<9};B={ye N|y+2<8}siC={ze N|z=3",
ne N, n<2}. Precizati care dintre propozitiile urmatoare sunt adevirate si care sunt false:
A=B.AcC,CcB. A=C,A > B,B#C.

PP fSupermate ++11

20. Se dd multimea 4 = {1, 2, 3, ..., 2 014}, Determinati numarul submultimilor formate
din doua elemente cu suma egald cu 2 015.

21.Fie M=1{1,4,7,10, ...., 97, 100} si P o submultime a sa formati din 19 elemente.
Aratafi ca in P existd doud elemente distincte a ciror sumi este divizibild cu 52.



m 1.1.3. Multimi finite, cardinalul unei multimi finite. (=] A =]
Multimi infinite. Multimea numerelor naturale Z
i ‘

O multime care are n elemente, unde » este un numar natural, este o multime finiti.
Numirul de elemente ale unei multimi finite 4 se numeste cardinalul multimii §i se
noteaza card A.

O multime care nu este finitd se numeste multime infinita.

Multimea ale cirei elemente sunt toate numerele sirului numerelor naturale este
multimea numerelor naturale.

Dupi cum stim deja, aceasta se noteaza cu N: N={0,123,..n..}

N" este multimea numerelor naturale nenule: N* ={1,2,3, ..., n, ...}.

Multimile N si N* sunt multimi infinite §i N'cN.

Fie @ un numir natural. Notam cu D), multimea divizorilor lui a:

D,={n|ne Nsin|a}.

Evident, D, nu este multimea vida (D, # @), deoarece D, are cel putin un element (a € D,
cicia e Nsia|a). Seobservacd D, c N (pentru a #0), Do = NsiD ={l}.

Notim cu M, mulfimea multiplilor lui a:

M,={m|m e N si m este multiplul lui a}.

Evident, M, nu este multimea vida (M, # &), deoarece M, are ca elemente pe a, 2a, 3a, ... .
Deci, M, =10, a, 2a, 3a, 4a, ...}. Se observa cd M, c N (pentrua # 1). Mo= {0} si M, = .

Oricare ar fi @ numar natural nenul, multimea divizorilor lui a este o multime finita.
iar multimea multiplilor lui a este 0 multime infiniti.

® ® ® activitati de invatare ® ® ®

PE |intelegere *

1. SCI’ieti multimile: D>, Dya, Daa, D1, Dog, Dig, D3, Das.
2. Stabiliti valoarea de adevar a propozitiilor:
a) D4 < Da; b) D7 < Dag; c) Dy c Dis.

m Aplicare si exersare **

3. Determinati multimile:
A={x|xe Nsixe Dis}; B={x|xe Nsix+1e Di}
C={xe Dpsix+2e Dn}; D={xe Mygsix—4¢e Dy}
4. Determinati mulfimile:
A={x|xe N,x|185i2x+3<15}; B={x|xe Nx|145i2x-1<19}.
5. Determinati multimile:
A={x|xe Ngsi3|x} B={x|xeNsid4l |(2x- D}
C={x|xeNsi5|(3x-1)} D={x|xeNsid|(x+2)}

3 | Matematicd. Clasa a VI-a
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6. Scrieti elementele urmatoarelor multimi:
A={x|xeN,(x+2)|503|x} B={x|xe N,2x+3)| 18}
C={x|xeN;4<2x<10si 2x+1)| 7}.
7. Fie multimile: 4= {x |xe Nsi(x+ 1) | (x + 7)}; B= {x |xe Nsix|(x+6)};
C={x|xe Nsi(x-1)|x}.
a) Scrieti multimile 4, B, C, enumerand elementele acestora.
b) Preciza(i cardinalul fiecarei multimi.
8. Determinati mulfimile: 4 = {x|x e Ngi(x-5) | 3x + 18)};
B={x|xeNsi(2x+1)||(4x+19}; C={x|xe Nsi(x+2)|(5x +27}.
9. Determinati multimile:
A={x|xeNsi@x-1)]121} B={x|xe Ngi(3x+1)]|125};
C={x|xeNsix+1)|(x+50)}; D={x|xeN,2x+1)|655i17 f (x +2)}.

E Aprofundare si performanta ***

10. Fie multimile: 4 = {x|xe N,x |455i3 |x}; B={x |xe N,x|8saux]|6};
C={x|xeN,(x+3)|365i4|x*}.
a) Scrieti multimile enumerind elementele acestora.
b) Precizati cardinalul fiecarei mul{imi.
11. Determinati multimile: 4 = {x|x e Nsi (2x+ 1) | 3x + 5)};
B={x|xeNsi(x+1)] 2+2)); C= {x|xeNgi(x+ 2)[(.1'3+4.r+ 15)}.
12, Determinati multimile: 4 = {x |x e Ngi(x— 1) | 11}; B={x |xe Nsi(x+1)]|16};
C={x|xe N, (x+2)]20,3 | x}.
13. Determinati mulfimile: 4 = {x |x e Nsi 7 |x}; B={x |xe Nsid42|(2x- 1}
C={x|xeNsi5|Bx+1)}; D={x|xe Nsid|(x+5)}.
14. Determinati multimile: 4 = {x | xe Nsi 2| 3x8 hB={x|xe Nsi6| ¥356 |

e Psupermate -+ |

15. Fie multimile 4 = {x |x=1995n+ 7, n e N} 5i B={y |y=1985p + 3, peN}.
Stabiliti daca multimea 4 N B are un numir finit de elemente sau o infinitate de elemente.
16. Ardtafi cd oricare multime de 5 numere naturale are o submultime de 3 elemente,
astfel incit suma lor sa fie divizibila cu 3.



m 1.1.4. Operatii cu multimi: reuniune, intersectie, diferenta O]==]01

REUNIUNEA MULTIMILOR [Elakr:
Reuniunea a doud mul{imi 4 si B este multimea elementelor ATT TN
care apartin cel pufin uneia dintre ¢le. 4/ LT

AUB={x|xe Asauxe B}.

[lustram reuniunea multimilor 4 si B cu ajutorul unei
diagrame Venn-Euler, reuniunea fiind reprezentatd in figura 1
prin portiunea hagurata.

Fig. 1

INTERSECTIA MULTIMILOR ARE
Intersectia a douda multimi 4 si B este multimea
elementelor comune celor doud multimi.

AnB={x|xe Asixe B}.

Cu ajutorul unei diagrame Venn-Euler, intersectia a
doui multimi este ilustratd in figura 2 prin portiunea
hasurata.

Daca A N B =@, atunci multimile 4 si B sunt multimi disjuncte.

Fig. 2

DIFERENTA A DOUA MULTIMI
Fie A4 si B doud multimi. Mul{imea formata din elementele lui A care nu sunt elemente

ale lui B se numeste diferenta dintre multimea 4 si multimea 5.

A-B={x|xe Asix¢ B} |

In figura 3, portiunea hasurati ilustreaza diferenta 4 — B.

PRINCIPIUL INCLUDERII SI EXCLUDERII (FACULTATIV)
card (4 U B) = card (4) + card (B) — card (4 N B). |

Exemple:
Problema 1. Aflati cite numere naturale nenule mai mici decdt 1 001 nu se divid nici

cu 2, nici cu 5.

Rezolvare: Fie 4 multimea numerelor naturale mai mici decat 1 001 care sunt divizibi-
le cu 2. Avem 1 000 : 2 = 500. Deci, card (4) = 500.

Fie B multimea numerelor naturale nenule mai mici decat 1 001 care sunt divizibile
cu 5. Avem 1 000 : 5 =200. Deci, card (8) = 200.

A M B este multimea numerelor naturale nenule mai mici decat 1 001 care sunt divizi-
bile si cu 2, si cu 5, deci, cu 10. Avem 1 000 : 10 = 100.

Deci, card (4 N B) = 100.

A U B este multimea numerelor naturale nenule mai mici decat 1 001 divizibile sau
cu 2, saucu 5.

Avem: card (4 w B) = card (A4) + card (B) — card (4 N B).

card (4 w B) =500 + 200 — 100 = 600.

-
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Deci, I 000 — 600 = 400 numere naturale nenule mai mici decat 1 001 nu sunt divizibi-
le nici cu doi si nici cu einci.

Problema 2. Fie 4 si B doua multimi astfel incat: 4 "B = A4 U B. Artati ci 4 = B.
Rezolvare: Avem A4 —(ANB)=A-(AUB)=D=A4-(ANB)=T=
=>AcANnB=>AcB(]).
AvemB—(ANB)=B-(AUB) =@ =B-(ANB)=@=>BcANB=BcA4(2).
Din(1)si(2)=> 4=8.

® ® ® qctivitati de invatare ® ® @
PElintelegere *

1. Fie multimile 4, B si C reprezentate cu ajutorul diagramelor (fig. 1).

a) Enumerati elementele multimilor 4, B si C. I e “\\(_IE\

b) Enumerati elementele multimilor: / *3 £ N »
My ={x|xe Asauxe B}; M={x|xe dsixe B}; |*I L»\i *2)
My={x|xe Asixe B}: Mi={x|xe Bsauxe C}; \\/\/ ‘\'7//\ /
Ms={x|xe Bsixe C}; | .‘(:/\\'J;L’
Ms={x|xe Asixe Bsixe C} c\. e
Mr={x|xe€ Asauxe Bsauxe C}. e, g

2. Fie multimile: 4={1,2, 5,6} si B=1{2,3, 7}. Calculati: A UB, AnB, A-B siB—A.
3. Scriefi doud multimi disjuncte a caror reuniune sa fie multimea {1, 2, 3}. Determinati
toate solutiile.
4. Daca MU {2} = {1, 2, 3}. enumerati elementele multimii M.
5. Fie C = {1, 3}. Scrieti:
a) doud mul{imi avand intersectia C;  b) trei multimi avand intersectia C.
6. Fied={1,2},B={1,3,5}siC={3,5,7}.
a) Determinati B C'si A U (B O).
b) Determinafi 4 W B, 4 U Csi(4d U B)n (4w ).
c¢) Comparati rezultatele. Ce observati?
7. Fie4={0,3},B={0,1,2}siC={1, 2, 5}.
a) Determinati Bu CsiA n(Buw ).
b) DeterminatiA "B, AN Csi(A N B)u (4 Q).
¢) Comparati rezultatele. Ce observaf?

m Aplicare si exersare **

8. Fie mulfimile: 4 = {xe N'|x<4}; B={xe N|2<x<3};C={xe N'|3x+1<10}.

a) Enumerati elementele multimilor 4, B, C.

b) Calculati: A UB,AUC,BUC,ANB,ANC.BNC, A -B,B-A4,4A-C,C—A,
B-C.C-B(AVuBNCANBUC,(A-B)UB-A4),A0BUC,ANBNC,
A-B)NC,(AUuB)-C,(ANnB)—A,(A-C)n(C-A).

9. Fied={x|x=5k+2,ke N}si B={v|y=n’, ne N}. Arata(i ca A si B sunt multimi disjuncte.

10. FieA={x|x=6k+3, ke N} siB={y|y=4p+2,pe N}. AritaticiA N B=.



