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Lecţia 1:  Rădăcina pătrată a pătratului unui număr natural.  
Estimarea rădăcinii pătrate dintr‑un număr rațional

Cuvinte 
cheie

• pătrat perfect • rădăcină pătrată • radical

Rădăcina pătrată a pătratului unui număr natural

Se numește rădăcina pătrată a unui număr natural pătrat perfect a numărul natural n care verifică 
relația n2 = a.
Numărul n se notează a  și se citește radical din a. Astfel, se poate scrie:

a n=  dacă și numai dacă n2 = a.

Legătura dintre operația de ridicare la pătrat și operația de extragere a rădăcinii pătrate
Din definiția rădăcinii pătrate a unui număr natural pătrat perfect rezultă imediat că:
1 2n n= , pentru orice număr natural n.
2 2( )a a= , pentru orice număr natural pătrat perfect a.
Cu alte cuvinte, operațiile de ridicare la pătrat și de extragere a rădă-
cinii pătrate sunt operații inverse una celeilalte.

ridicare la pătrat

extragerea rădăcinii pătrate

n n2

1 27 7= , deoarece 27 49 7= = ;   3 25 5= , deoarece 25 25 5= = ;

2 2( 16) 16= , deoarece 2 2( 16) 4 16= = ;  4 2( 81) 81= , deoarece 2 2( 81) 9 81= = .

Exemple

Exemple

Rădăcina pătrată a pătratului unui număr rațional

În paragraful anterior, am văzut că, dacă un număr natural a se poate scrie ca pătratul unui alt număr natural n, 
atunci a se numește pătrat perfect, iar n se numește rădăcina pătrată (sau radicalul) lui a.
Vom extinde această definiție și pentru numere raționale.

1  0 0= , deoarece 02 = 0;    2 25 5= , deoarece 52 = 25;

3  121 11= , deoarece 112 = 121;   4  729 27= , deoarece 272 = 729;

5  1024 32= , deoarece 322 = 1024;   6 7225 85= , deoarece 852 = 7225.

Mate 
practică

Observație

De reținut

Terenul din imagine are forma unui pătrat, iar aria sa este 
egală cu 6 400 m2. Ce lungime are latura terenului?
Vlad: Aria unui pătrat este egală cu pătratul lungimii latu-

rii pătratului.
Eliza: Notând cu l lungimea laturii terenului, exprimată în 

metri, aria terenului este l2 metri pătrați.
Luca: Așadar, l2 = 6 400. Cum 802 = 6 400, obținem l = 80 m.
Ce observăm?
În anumite situații practice, este necesar să determinăm un număr natural n cunoscând cât este 
pătratul său n2. Această operație se numește extragerea rădăcinii pătrate a numărului n2.
Un număr natural care este pătratul unui alt număr natural se numește pătrat perfect.
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Activitate 
pe grupe

Exemple

Observații

1 Lucrând în echipe de câte 2 elevi, copiați și completați tabelul:

x 0,7 1,2 1,3 1,4 1,5 4,5

x2 0,49 20,25

2 Transcrieți pe caiete tabelul de mai jos, verificați corectitudinea datelor și determinați, prin încer-
cări, valorile numerelor raționale pozitive x care trebuie scrise în cea de a doua linie a tabelului 
astfel încât să existe corespondența indicată între x2 și x:

x2 0,01 1,69 1,96 2,25 8,41 30,25

x 0,1 2,9

3 Comparați, între echipe, rezultatele obținute, atât pentru primul, cât și pentru al doilea tabel, 
și discutați despre legăturile ce există între datele din cele două tabele.

2
3

7
5

9
13

11
101

49
25

4
9

49
25

169
81

256
625

2
3

Fie a un număr rațional pozitiv care se poate scrie ca pătratul unui număr rațional.
Numărul rațional pozitiv x cu proprietatea x2 = a se numește rădăcina pătrată a numărului rațional a.
Ca și mai înainte, x se notează a  și se citește radical din a. Astfel, dacă numărul rațional a > 0 este 
pătratul unui număr rațional, se poate scrie:

a x=  dacă și numai dacă x2 = a și x > 0.
Întrucât 0 0= , relația anterioară se scrie mai general, pentru a ≥ 0, sub forma:

a x=  dacă și numai dacă x2 = a și x ≥ 0.

1 0,04 0,2= , deoarece (0,2)2 = 0,04;   2 11,56 3,4= , deoarece 3,42 = 11,56;

3 9 3
49 7

= , deoarece 
23 9

7 49
  = 
 

;   4 121 11
729 27

= , deoarece 
211 121

27 729
  = 
 

.

1 Dacă numărul rațional 0a >  este pătratul unui număr rațional x, atunci 2 2( )a x x= = − .

Exemple: a 
2 21 1 1

4 2 2
   = = −   
   

;  b 2 25,76 (2,4) ( 2,4)= = − .

Definiția de mai sus arată că rădăcina pătrată a lui a este un număr pozitiv. Ca urmare:

    a 1 1
4 2
=  și 1 1

4 2
≠ − ;  b 5,76 2,4=  și 5,76 2,4≠ − .

2 Legătura dintre operația de ridicare la pătrat și extragerea rădăcinii pătrate se păstrează și în 
cazul numerelor raționale, cu respectarea condiției de pozitivitate de mai sus. Deoarece modulul 
unui număr rațional este nenegativ și | –x | = | x |, din definiția rădăcinii pătrate rezultă că:

a 2( )a a= , pentru orice număr rațional 0a ≥  care este pătratul unui număr rațional;

b 2 | |x x= , pentru orice număr rațional x.

De reținut
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Rădăcina pătrată a unui număr rațional

Vlad și Luca sunt pasionați de aeromodelism. Pentru realizarea modelului 
preferat, trebuie să confecționeze din placaj patru piese de forma unui tri-
unghi dreptunghic isoscel cu catetele de lungime 1 dm.

Eliza: Piesele sunt foarte reușite! Cum ați procedat?

 

Vlad:  Am desenat pe foaia de placaj un dreptunghi de dimensiuni de 1 dm și 2 dm, pe care l-am 
împărțit în două pătrate de latură 1 dm. Am trasat diagonalele acestor pătrate, am decupat 
și piesele au fost gata.

Dina:  Într-adevăr, putem așeza piesele astfel încât să obținem dreptunghiul de la care ați plecat 
(figura 1). Dar dacă le aranjăm într-un alt mod, ele formează un pătrat (figura 2).

 

1 dm 1 dm 

1 
dm

 

 

1 
dm

 1 dm 

Figura 1 Figura 2

Luca:  Interesant! Dar, pentru a decupa acest pătrat din bucata de placaj fără a face risipă de material, 
ar trebui să știm lungimea laturii pătratului. Nu îmi dau seama care este aceasta.

Eliza:  Nu e chiar atât de greu de aflat! Aria pătratului este egală cu aria dreptunghiului, adică 2 dm2. 
Așadar, lungimea laturii pătratului este un număr pozitiv x, cu proprietatea x2 = 2.

Luca:  Totuși, ce valoare are acest x? Pentru că nu cunosc niciun număr rațional al cărui pătrat să fie 
egal cu 2. Cu toate acestea, cum 12 < 2 < 22, pot spune că x trebuie să fie cuprins între 1 și 2.

Vlad:  De fapt, deoarece 1,42 = 1,96 și 1,52 = 2,25, înseamnă că 1,4 < x < 1,5. Pot să fiu și mai precis: 
1,41 < x < 1,42, întrucât 1,412 = 1,9881 < 2 și 1,422 = 2,0164 > 2.

Ce observăm?
Situația practică descrisă mai sus demonstrează că există un număr pozitiv x, cu proprietatea x2 = 2, 
a cărui valoare, chiar dacă nu poate fi indicată cu exactitate, poate fi aproximată la un număr întreg 
sau la o fracție zecimală finită cu una, două sau mai multe zecimale.
Asemănător, putem arăta că, pentru orice număr rațional pozitiv a, există un număr pozitiv x al cărui 
pătrat este a. Mai mult, se poate demonstra că x este unicul număr cu această proprietate.
Astfel, putem extinde noțiunea de rădăcină pătrată și pentru numerele raționale oarecare.

Exemple

Rădăcina pătrată a unui număr rațional pozitiv a este un număr pozitiv x , cu proprietatea x2 = a.
Ca și până acum, notăm x a=  și spunem că x este radicalul numărului a (sau radical din a).
De asemenea, sunt valabile relațiile:
a a x=  dacă și numai dacă x2 = a;
b 

2( )a a= , pentru orice număr rațional a ≥ 0.

În problema practică de mai înainte, lungimea x a laturii pătratului verifică relația x2 = 2, deci, conform 
definiției, 2x = .

Similar, în urma rezolvării unor probleme practice, putem obține numerele 3 , 3,14  sau 5
12

.

Mate 
practică

De reținut
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Estimarea rădăcinii pătrate a unui număr rațional

Pentru a putea utiliza în practică un număr de forma a , unde a este număr rațional pozitiv, vom folosi aproxi-
mări ale sale la numere întregi sau la fracții zecimale finite, încadrând numărul rațional a între pătratele a două 
numere raționale.
Estimarea rădăcinii pătrate a unui număr rațional pozitiv prin încadrarea între pătrate de numere raționale
Să considerăm, de exemplu, numărul rațional 5,61. Încadrăm acest număr între două pătrate perfecte consecu-
tive: 2 22 5,61 3< < , de unde rezultă că 2 5,61 3< < .
Prin urmare, aproximarea lui 5,61  la ordinul unităților este egală cu 2, dacă aproximarea se face prin lipsă, 
respectiv cu 3, dacă aproximarea se face prin adaos.
Pentru a determina aproximările lui 5,61  la ordinul zecimilor și al sutimilor vom proceda astfel:
Pasul 1:   Calculăm pătratele numerelor de forma 2,a  , unde { }1,2,...,9a∈ .  

Obținem 2 22,3 5,61 2,4< < , deci 5,61 2,3...  .
Pasul 2:   Calculăm pătratele numerelor de forma 2,3a  , unde { }1,2,...,9a∈ .  

Obținem 2 22,36 5,61 2,37< < , de unde rezultă 5,61 2,36...  .
Continuând în acest fel se pot obține aproximări cu oricâte zecimale.
Utilizarea minicalculatorului pentru aflarea valorii aproximative a rădăcinii pătrate
Folosind minicalculatorul, rădăcina pătrată a unui număr rațional pozitiv se află 
introducând în calculator numărul respectiv, în formă zecimală, și apăsând apoi 
tasta pe care este marcat semnul radical.
De exemplu, valoarea aproximativă a lui 2  se află apăsând, în ordine, tastele:

 1,4142135 

Dacă numărul rațional este dat sub forma unei fracții ordinare, atunci folosim tasta 
de împărțire pentru a aduce numărul la forma zecimală, apoi apăsăm tasta radical.

Căutați pe internet:
• algoritmul de extragere a rădăcinii pătrate dintr-un număr rațional pozitiv exprimat printr-o fracție 

zecimală finită;
• metoda babiloniană pentru determinarea valorii aproximative a rădăcinii pătrate a unui număr 

rațional pozitiv.

Tabel cu valorile radicalilor numerelor naturale cuprinse între 1 și 25

1 1=  6 2,4494= … 11 3,3166= … 16 4= 21 4,5825= …

2 1,4142= …  7 2,6457= … 12 3,4641= … 17 4,1231= … 22 4,6904= …

3 1,7320= … 8 2,8284= … 13 3,6055= … 18 4,2426= … 23 4,7958= …

4 2= 9 3= 14 3,7416= … 19 4,3588= … 24 4,8989= …

5 2,2360= … 10 3,1622= … 15 3,8729= … 20 4,4721= … 25 5=

Observații

Rădăcina pătrată a pătratului unui număr natural
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Exerciții și probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1 Arătați că numărul a este pătrat perfect, apoi calculați a :
a 25 13 25 20 25 17a = ⋅ + ⋅ − ⋅ ; b 12 (1 2 3 ... 24)a = ⋅ + + + + ; c 6014a = ; d 24 123 7a = ⋅ .
Rezolvare:
a 2 2 2 225 13 25 20 25 17 25 (13 20 17) 25 16 5 4 (5 4) 20a = ⋅ + ⋅ − ⋅ = ⋅ + − = ⋅ = ⋅ = ⋅ = , deci a este pătrat perfect. 

Obținem apoi 220 20a = = .

b 2 2 2 224 25 2412 (1 2 3 ... 24) 12 12 25 12 12 25 12 5 (12 5) 60
2 2

a ⋅
= ⋅ + + + + = ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ = ⋅ = , deci a este pătrat 

perfect. Obținem apoi 260 60a = = .

c 60 302 30 214 14 (14 )a ⋅= = = , deci a este pătrat perfect. Obținem apoi 30 2 30(14 ) 14a = = .

d 24 12 12 2 6 2 12 6 23 7 (3 ) (7 ) (3 7 )a = ⋅ = ⋅ = ⋅ , deci a este pătrat perfect. Obținem apoi 12 6 2 12 6(3 7 ) 3 7a = ⋅ = ⋅ .

2 Calculați:
a 16 9 100 : 25 25 81⋅ + + ⋅ ;
b 2 2 2 34 15 4 5 4⋅ + ⋅ − .
Rezolvare:
a Calculăm mai întâi radicalii, apoi respectăm ordinea efectuării operațiilor cu numere raționale:

2 2 216 9 100 : 25 25 81 4 3 10:5 25 9 12 2 5 3 14 15 14 15 29⋅ + + ⋅ = ⋅ + + ⋅ = + + ⋅ = + = + = .

b 2 2 2 3 2 2 2 2 2 24 15 4 5 4 4 (15 5 4) 4 36 4 6 24 24⋅ + ⋅ − = ⋅ + − = ⋅ = ⋅ = = .

Probleme propuse

1 Precizați care dintre numerele următoare este pătrat perfect:
a 16;   b 24;   c 63;   d 81;   e 121;   f 144;   g 200;   h 400;   i 625.

2 Scrieți pătratele perfecte cuprinse între 10 și 150.

3 Copiați în caiet, apoi completați tabelul următor:

x 3 7 9 15 23

x2 49 100 400 625 900

4 Stabiliți dacă următoarele egalități sunt adevărate sau false:

a 4 2= ;  b 5 25= ;  c 36 6= ;  d 100 50= ;  e 64 4= ;   f 144 12= .

5 Calculați:

a 25 ;   b 81 ;   c 1 ;    d 400 ;    e 576 ;    f 900 .

6 Calculați:

a 4 36+ ; b 49 9− ;       c 1 0 16+ + ;       d 100 9 25 :5⋅ − .

7 Folosind eventual minicalculatorul, calculați:

a 441 961+ ;    b 4096 1225− ;    c 2209 2 1369+ ⋅ ;   d ( 17424 1024): 4− .

8 Calculați:

a 23 ;   b 214 ;   c 245 ;   d 45 ;    e 68 ;    f 82 ;   g 103 .
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9 Calculați:

a 2 2 2 25 3 3 4− + + ;       b 2 29 12 3 12+ − ⋅ ;         c 2 225 20 : 3 2 121− + ⋅ .

10 Calculați:

a ( 196 169) 100 225− ⋅ + ;   b ( 400 144): 4 196 :7− + ;

c 3 36 16 49+ + − ;     d 6 36 9 81 20 25⋅ + ⋅ − ⋅ .

11 Arătați că numărul a este pătrat perfect, apoi calculați a :
a 1 2 3 ... 8a = + + + + ;       b 1 2 3 ... 49a = + + + + ;        c 41 (1 2 3 ... 81)a = ⋅ + + + + .

12 Efectuați:

a 2 22 5 2 4⋅ + ⋅ ;         b 2 2 23 15 3 14 3 4⋅ + ⋅ − ⋅ ;       c 2 2 210 81 10 18 10⋅ + ⋅ + ;

d 4 2 4 42 3 2 11 2 5⋅ + ⋅ + ⋅ ;      e 4 4 55 20 5 16 5⋅ − ⋅ + ;        f 4 4 2 46 13 6 5 6 2⋅ + ⋅ − ⋅ .

13 Aflați x din relațiile următoare:

a 
36

4 16
x

= ;    b 
25 100

144x
= ;    c 

2 121 49 9
64x

⋅ −
= ;    d 

2 22 196 6 8

5 400x
+ +

=
+

.

14 Efectuați:

a 2 23 6⋅ ;   b 2 2 28 5 2⋅ ⋅ ;   c 4 43 5⋅ ;   d 20 205 6⋅ ;   e 8 102 3⋅ ;   f 16 287 10⋅ .

15 Folosind eventual minicalculatorul, efectuați:

a ( 15129 2116): 169 ( 13225 841): 144+ − + ; 

b (3 91809 8281):( 32400 2 25600):( 168100 166464)⋅ + + ⋅ − .

1 Calculați:
a 16 ;      b 81 ;   c 25 49 36+ − ;   d 2 2 26 8 : 4 5+ ⋅ .

(3p)

2 Rezultatul calculului 3 25 144 4 400 16 : 3 5 2 8 49 7 9⋅ + ⋅ + − + − + + ⋅ este:
a 0;        b 1;     c 2;          d 3.

(3p)

3 Calculați a ,unde:
a 4 4 42 3 5a = ⋅ ⋅ ;   b 17 (1 2 3 ... 17)a = ⋅ + + + + ;   c 4 4 56 47 6 11 6a = ⋅ + ⋅ + .

(3p)
Notă. Se acordă 1 punct din oficiu. 

Minitest

Rădăcina pătrată a pătratului unui număr natural
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Numere iraţionale. Mulţimea numerelor reale

Lecţia 2: Mulţimea numerelor reale

Cuvinte 
cheie

• număr natural • număr iraţional • axa numerelor
• număr întreg • număr real • modulul unui număr real
• număr raţional • N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ ℝ • opusul unui număr real

Vlad:  Acest 2  reprezintă lungimea laturii unui pătrat. Pentru 
că este rezultatul unei măsurători, el trebuie să fie un 
număr. Dar ce fel de număr este 2 ?

Dina:  Ce vrei să spui? Cum adică, ce fel de număr? Fii mai 
explicit! 

Vlad:  Folosind calculatorul meu de buzunar, am obţinut: 
2 ≈ 1,4142135… .

   Dar ecranul calculatorului meu afișează cel mult 8 cifre, 
așa că am folosit o aplicaţie a telefonului mobil și am 
obţinut 15 zecimale: 

2 ≈ 1,414213562373095… .
Luca: Computerul meu personal are o aplicaţie numită calculator știinţific. Iată ce obţinem:

2 ≈  1,4142135623730950488016887242097… .
Eliza: Înţeleg ce te contrariază! Cel puţin din ce vedem până aici, zecimalele nu se repetă periodic.
Dina:  Chiar e ciudat! Numerele raţionale se pot scrie ca fracţii zecimale, finite sau periodice, ceea 

ce nu pare a fi cazul lui 2 . Așa că… ce fel de număr este 2 ?
Ce observăm?
Aproximările făcute arată că este posibilă existenţa unor numere exprimate ca fracţii zecimale 
ne periodice (în care zecimalele nu se repetă periodic). Cu alte cuvinte, aceste numere nu sunt nici 
fracţii zecimale finite, nici fracţii zecimale periodice (simple sau mixte), deci nu sunt numere raţionale.

Situație 
problemă

De reținut

Chiar dacă mai sus am analizat un număr suficient de mare de zecimale ale lui 
2 , am studiat doar un număr finit de zecimale. Bazându-ne doar pe calculele 

de mai sus, nu putem indica dacă 2  este sau nu este număr raţional.
În cartea sa Elementele, Euclid (n. aprox. 325 î. Hr.) a demonstrat că:

2 nu este număr raţional.
Într-adevăr, dacă 2  ar fi număr raţional, atunci ar exista numerele naturale 

nenule p și q, prime între ele, astfel încât 2 p
q

= , sau, echivalent, 
2

2p
q

 
= 

 
. 

Rezultă 2 22p q= , deci p este divizibil cu 2. Dacă 2p s= , atunci 2 24 2s q= , adică 2 22q s= , deci și q este 
divizibil cu 2. Am obţinut că numerele p și q au divizorul comun 2, contradicţie cu faptul că p și q sunt 
prime între ele. Presupunerea făcută este falsă, deci 2 nu este număr raţional.
În particular, întrucât nu este număr raţional, 2  se scrie ca fracţie zecimală infinită și neperiodică.

Euclid

Numerele care se pot scrie ca fracţii zecimale infinite și neperiodice se numesc numere iraţionale.
Astfel, 2  este număr iraţional. 
Mai general, dacă numărul natural n nu este pătrat perfect, atunci n  este iraţional.

Istoria 
matematicii

1 dm

1 
dm
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Exemple 1 Raportul dintre lungimea cercului și diametrul său este un număr iraţional, notat cu litera gre-
cească p (pi). Valoarea aproximativă este p = 3,1415926535… .

2 Raportul de aur, notat cu litera grecească ϕ (phi), este primul număr iraţional descoperit și definit 
în istoria matematicii. Valoarea aproximativă este 1,6180339887… .

3 Numărul A = 1,01001000100001000010…, în scrierea căruia, după fiecare cifră de 1, numărul 
cifrelor de 0 crește cu o unitate, este număr iraţional.

 Într-adevăr, dacă A ar fi o fracţie zecimală periodică, cu perioada de n cifre, printre cele n cifre ar 
trebui să se afle neapărat cifra 1, pentru că perioada nu poate conţine doar cifra 0. Ca urmare, 
printre orice n zecimale consecutive ale lui A ar trebui să se afle măcar un 1. Însă imediat după 
cea de-a n-a cifră 1 din A urmează de n + 1 ori cifra 0, deci A este iraţional.

Mulţimea numerelor reale, notată ℝ, este reuniunea dintre mulțimea numerelor raţionale și mulţimea 
numerelor iraţionale.
Deoarece mulţimea numerelor reale conţine mulţimea numerelor raţionale, rezultă Q ⊂ ℝ.
În consecinţă, are loc șirul de incluziuni N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ ℝ.
Mulţimea numerelor iraţionale se notează cu ℝ \ Q. Așadar, ℝ = Q ∪ ℝ \ Q.

11− 0,1211221112221…

2,75 –1,3(26)

–6 –1
–2

–3
–5 –4

–0,(2) 1
2

−

0,1

5
9

7

3−

2

0 1 2
3 4

ℝ

Q

Z

N

Reprezentarea numerelor reale pe axa numerelor

Vlad și Luca vor să construiască din hârtie două pătrate cu ariile de 2 cm2, respectiv 3 cm2.
Luca:  Laturile celor două pătrate au lungimile egale cu 2 cm, respectiv 3 cm. Dar cum construim 

segmente de aceste dimensiuni?
Vlad: Considerăm mai întâi aproximările lor: 2 1,414...= , 3 1,732...= .
   Reprezentăm aceste aproximări pe axa numerelor, pe care fixăm unitatea de măsură de 1 cm, 

și obţinem, pe axă, punctele A și B. Segmentele OA și OB au lungimile aproximativ egale cu 
2 cm, respectiv 3 cm.

0 1 2

2 3

1,414 1,732
A B

Ce observăm?
Un număr iraţional se poate reprezenta pe axa numerelor folosind aproximările la numere raţionale 
ale numărului iraţional respectiv.

Mate 
practică

De reținut
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O dreaptă pe care se fixează un punct numit origine, un sens de parcurgere de la stânga spre 
dreapta, indicat de o săgeată, numit sens pozitiv, și un segment numit unitate de măsură se numește 
axa numerelor.
Fiecărui număr real îi corespunde, pe axa numerelor, un punct. Mai mult, fiecărui punct de pe axa 
numerelor îi corespunde un număr real, numit coordonata sau abscisa punctului. Originea axei are 
coordonata 0 (zero).
Intuitiv, numerele reale ocupă toate punctele de pe axă. Întrucât unor numere reale diferite le cores-
pund puncte distincte pe axa numerelor, putem identifica fiecare punct al axei cu un număr real.

De reținut

Observații 1 Numerele reale care se reprezintă în dreapta originii se numesc numere reale pozitive, iar în scrie-
rea lor zecimală, înainte de prima cifră, se scrie semnul „+“.

 Ca și în cazul numerelor raţionale, semnul unui număr pozitiv poate fi omis.
 Mulţimea numerelor reale pozitive se notează ℝ+.
 Exemple de numere reale pozitive: +3 = 3; 6 6+ = ; +7,(51) = 7,(51) etc.
2 Numerele reale care se reprezintă în stânga originii se numesc numere reale negative, iar în 

scrierea lor zecimală, înainte de prima cifră, se scrie semnul „–“.
 Mulţimea numerelor reale negative se notează ℝ–.
 Exemple de numere reale negative: –2; 11− ; –7,1; –1,(3) etc.
3 Numărul real 0 nu are semn (nu este nici pozitiv, nici negativ).
 Mulţimea numerelor reale nenule se notează ℝ*.
 Avem ℝ = ℝ* ∪ {0} = ℝ– ∪ {0} ∪ ℝ+.

În figura de mai jos, utilizând aproximările zecimale, sunt reprezentate următoarele numere reale:

a 2 1,414...− = − ;        b 3 1,732...= ;        c 5 2,236...− = − .

–2 –1 0 1 2

1,732–2,236 –1,414

35− 2−

Modulul unui număr real

Dina reprezintă pe axa numerelor următoarele numere: –3, 2− , 2  și 3, apoi o întreabă pe Eliza 
dacă observă vreo legătură între anumite numere.

2− 2–3 0 3

Eliza:  Numerele –3 și 3 sunt situate, pe axă, la aceeași distanţă faţă de origine. La fel, 2−  și 2  
sunt la aceeași distanţă faţă de origine.

Dina:  Deoarece –3 și 3 sunt numere opuse, putem spune că 2−  și 2  sunt, de asemenea, numere 
opuse.

Ce observăm?
Orice număr real are un opus. Numerele reale opuse sunt situate pe axa numerelor la aceeași dis-
tanţă faţă de origine, de o parte și de cealaltă a acesteia.

Situație 
problemă

Exemple
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Două numere reale nenule se numesc opuse dacă pe axa numerelor le corespund două puncte egal 
depărtate de origine.
Dacă x este un număr real, –x se numește opusul lui x.

De reținut

De reținut

Observații

Exemplu

Exemple

1 Opusul lui 6 este –6.   2 Opusul lui –1,(5) este 1,(5).

3 Opusul lui 3  este 3− .  4 Opusul lui 3,5055055505… este –3,5055055505… .

Modulul unui număr real x reprezintă distanţa de la origine la punctul ce îi corespunde numărului x 
pe axa numerelor. 
Modulul numărului real x, numit și valoarea absolută a numărului x, se notează | x |.

1 Din interpretarea modulului ca distanţă, rezultă că modulul unui număr real pozitiv este numărul 
însuși, iar modulul unui număr real negativ este egal cu opusul numărului respectiv:

x′ 0 x

| x′ | = -x′ | x | = x
Astfel, avem:

 .

2 Modulele a două numere opuse sunt egale: | –x | = | x |, pentru orice x ∈ ℝ:

–2 0 2

| –2 | = 2 | 2 | = 2

3 Proprietăţile modulului unui număr real
a   Modulul oricărui număr real este mai mare sau egal cu 0 (este număr nenegativ): 

| x | ≥ 0, pentru orice număr real x.
În plus, | x | = 0 dacă și numai dacă x = 0.

b   Modulul produsului a două numere reale este egal cu produsul modulelor celor două numere:
| x ⋅ y | = | x | ⋅ | y |, pentru orice numere reale x, y.

c   Modulul sumei a două numere reale este cel mult egal cu suma modulelor celor două numere:
| x + y | ≤ | x | + | y |, pentru orice numere reale x, y.

Verificaţi proprietăţile de mai sus folosind exemplele din următorul tabel:

x y | x | | y | | x · y | | x + y | | x | + | y |
2 3 2 3 6 5 5

–3 –2 3 2 6 5 5
0 –8 0 8 0 8 8
4 –7 4 7 28 3 11

2 3− 6 3 2 3 6 3 36 4 3 8 3

7− 7 7 7 7 0 2 7

Observaţi în ce situaţii se obţine egalitate în inegalitatea | x + y | ≤ | x | + | y |. Justificaţi!

Mulţimea numerelor reale
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Compararea și ordonarea numerelor reale 

Vlad: Dintre numerele 2  și 1,5, care este mai mare?
Luca:  Din moment ce 2 1,414...= , rezultă că 2 1,5< . 

Pot demonstra acest lucru și reprezentând cele două numere pe axa numerelor:
0

2

1 21,5

Pentru că 1,5 este situat în dreapta lui 2 , înseamnă că 1,5 este mai mare decât 2 .
Ce observăm?
Știm că dintre două numere raţionale reprezentate pe axa numerelor, mai mare este numărul aflat 
în dreapta celuilalt. Observăm că acest lucru este valabil și în cazul în care unul dintre numere este 
iraţional sau dacă ambele numere sunt iraţionale.

Dintre două numere reale diferite, este mai mare numărul reprezentat mai la dreapta pe axa nume-
relor.

De reținut

1 3 0,5− < − , deoarece, pe axa numerelor, punctul corespunzător lui –0,5 este situat în dreapta 
punctului ce corespunde numărului 3− :

3−

–1 0 1–0,5–2

2 5 2> , deoarece punctul corespunzător lui 5  este situat în dreapta punctului ce corespunde 
numărului 2 , pe axa numerelor:

5

0 1 2 3–1

2

Exemple

Probleme reprezentative. Idei, metode, tehnici de rezolvare

1  Daţi două exemple de numere:
a reale negative;    b iraţionale pozitive;
c raţionale, care nu sunt întregi;  d raţionale care nu sunt reale.
Rezolvare:
a –1,6 și 15− .    b 5  și 11 .
c 3,(2) și 4

7
− .    d Nu există numere raţionale care să nu fie reale.

2  Daţi două exemple de numere reale:
a opuse;   b care au modulele egale cu 6 ;  c care au modulele egale cu –5;
d care se află la o distanţă de 6 unităţi faţă de origine pe axa numerelor.
Rezolvare:
a 2 și –2.
b Numerele reale care au modulul egal cu 6  sunt 6−  și 6 .
c  Modulul unui număr real este mai mare sau egal cu zero. Prin urmare, nu există numere reale care să aibă 

modulul egal cu –5.
d  Numerele reale care se află la distanţa de 6 unităţi faţă de origine, pe axa numerelor, sunt numerele care au 

modulul egal cu 6, adică –6 și 6.

Situație 
problemă
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3 Reprezentaţi pe axa numerelor, apoi ordonaţi crescător următoarele numere: 

2− ; –1,5; 0,64 ; 25
4

; 6 .

Rezolvare:
Pentru a reprezenta pe axă numerele date, mai întâi le calculăm, iar în cazul numerelor iraţionale folosim 
o aproximare a lor.

Astfel, 2 1,41...− = − , 0,64 0,8= , 
225 5 5

4 2 2
 = = 
 

, 6 2,44...=  .

Folosind reprezentarea pe axă, ordinea crescătoare este: 
251,5 2 0,64 6
4

− < − < < < .

4 Încadraţi fiecare număr real între două numere întregi consecutive:
a  < 1,6 <  ;        b  < 10< − <  <  ;        c  < 6,25< <  <  .

Rezolvare: a 1 1,6 2< < .
b Putem proceda în două moduri:

1 Calculăm cu aproximaţie 10− : 10 3,16...− = − . Rezultă că 4 10 3− < − < − .
2 Determinăm două pătrate perfecte consecutive între care e cuprins 10. Acestea sunt 9 și 16. Obţinem deci 

9 10 16< < , de unde rezultă că 9 10 16< < , adică 3 10 4< < . Astfel, 4 10 3− < − < − .
c Calculăm mai întâi 26,25 (2,5) 2,5= = . Obţinem 2 6,25 3< < .

Probleme propuse

1  Se consideră numerele: –6; 5 ; 0; –2,8; 4
3

; 6− ; 7; –10; 15 ; 5,4(12). Precizaţi care dintre aceste numere sunt:

a naturale;        b întregi;       c raţionale;      d iraţionale;      e reale.
2 Precizaţi care dintre următoarele afirmaţii sunt adevărate și care sunt false: 

a 0 este număr natural;  b 1,6 este număr întreg;    c –5,(4) este număr iraţional;
d 3  este număr real;   e 4  este număr natural;    f 8−  este număr iraţional.

3 Precizaţi care dintre următoarele afirmaţii sunt adevărate și care sunt false: 
a 9 ∈ N;        b 0 ∈ Z;          c 0 ∉ N;         d 1,7 ∈ ℝ;

e 3
4

− ∈;        f 15 \∈ ;        g 215 ∈;        h 2(2,45) ∈.

4 Scrieţi câte două elemente ce aparţin mulţimilor:
a N;          b Z;        c Q;         d ℝ\Q;        e ℝ.

5 Reprezentaţi pe axa numerelor următoarele numere reale, apoi scrieţi-le în ordine crescătoare:

a –3; 3 ; –2,4; 2− ; 1,3;        b 6− ; 5 ; 3
2

; –2; 4;        c –2,5; 2 ; 1,5; 6− ; 5
2

.

6 Completaţi tabelul:

x 4 1,7 10
5

12
−

–x 4,12 18 13,1−

| x |
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7 Precizaţi care dintre următoarele afirmaţii sunt adevărate și care sunt false: 
a | +3 | = 3;         b | –1,6 | = +1,6;     c | –9 | = –9;      d | 5 | 5= ;

e 13 13− = − ;       f 3 7
7 3

− = ;        g | 0 | = 0;       h | 7,5 | 7,5− = .

8 Arătaţi că următoarele numere sunt raţionale:

a
4
9

;           b
25
81

;          c
16
4

;        d 0,81.

9 Stabiliţi care dintre următoarele numere sunt raţionale și care sunt iraţionale:

a 227 ;          b 25 2⋅ ;         c 
35

2
 
 
 

;       d 99.

10 Se consideră mulţimea 36; ; 7; 12; 3,(4); 24; 0; 1,8
4

A  = − − 
 

. 

Scrieţi elementele mulţimilor: A ∩ N, A ∩ Z, A ∩ Q, A ∩ (ℝ \ Q), A ∩ ℝ, A \ Q, A \ ℝ. 

11 Încadraţi fiecare număr real între două numere întregi consecutive:
a  < 2,7 <  ;   b  < 6  <  ;   c  < 20−  <  ;   d  < 99  <  .

12 a Daţi două exemple de numere raţionale cuprinse între 3 și 4.
b Daţi două exemple de numere iraţionale cuprinse între 3 și 4.

13 Determinaţi elementele mulţimilor:
a { 2 4}A x x= ∈ < < ;     b { 2 4}B x x= ∈ < < ;  c { 1 3}C x x= ∈ ≤ < .

14 Comparaţi numerele:
a 2  și 1,5;          b 3−  și –2;       c  și 0,36 ;     d 34−  și 35− .

15 Ordonaţi crescător numerele:
a –4; –3,9; –2,(64); –3,89; –2,6; b 11; 10; 8; 10; 7− − ; c 1; 3; 2; 2; 1,5 .

16 Calculaţi:

a | 1 – 1,5 |;         b 1 2
2
− ;        c | 2 1|− ;       d | 5 3|− ;

e |4 17 |− ;         f | 8 3|+ ;        g | 5 6 |− − ;     h | 7 2|− + .

17 Considerăm mulţimea { 1; 2; 3; ; 30}A = … .
a Stabiliţi câte numere raţionale și câte numere iraţionale conţine mulţimea A.
b Calculaţi suma numerelor raţionale din mulţimea A.

18 Arătaţi că numărul x  este raţional în fiecare dintre următoarele cazuri:
a 2 23 4x = + ;         b 3 3 3 31 2 3 4x = + + + ;   c 2 27 24x = + ;     d 1007x = .

19 Arătaţi că următoarele numere sunt iraţionale:
a 1 2 3 ... 10+ + + + ;      b 10 105 6 1+ + ;      c 10 11 1210 11 12+ + .

20 Determinaţi numerele reale x, știind că:
a | | 5x = ;         b | | 10x = − ;      c | | 0x ≤ ;       d | | 0x > .
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1 Reprezentaţi pe axa numerelor următoarele numere reale, apoi scrieţi-le în ordine crescătoare:
31,5; 3; 0,5; 5; 
2

− − . (3p)

2 Demonstrați că mulţimea { 2 3}B x x= ∈ ≤ <  este egală cu:
a {5; 6; 7; 8};   b {4; 5; 6; 7; 8};   c {4; 5; 6; 7; 8; 9};   d {5; 6; 7; 8; 9}. (3p)

3 Se consideră mulţimea 14; 2; 7; 10; 1,(25); ; 0; 11,6
4

A  = − − − − 
 

.

Scrieţi elementele mulţimilor: A ∩ N, A ∩ Z, A ∩ Q, A ∩ (ℝ \ Q), A ∩ ℝ, A \ Q, A \ ℝ. (3p)

Notă. Se acordă 1 punct din oficiu. 

Minitest
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