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l@ mwywtnl NuMERELzR REALE
1.1 OPERATII CA NAMERE REALE. ORDONAREA NIIMERELOR REALE

opera(ia care asociazd la fiecare pereche (x,y) de numere reale, numdrul real x + y
numit suma lui x cu y .

Penfru orice numere reale a,b,c au loc proprietifile:
a) a+b = b + a (comutativitatea)

b) (a + b)+ c = o +(U + r) (asociativitatea)

c) a +0=0+ a=a (0 este element neutrulaadunare)
d) a+(-a)=(-o)*a = 0 (orice numdrreal a areulopus, notat -a )

2. lnmulfirea: este opera(ia care asociazi la orice perech" (*,y) de numere reale, numdrul ry numit
produsul lui x cu y.

a)

b)

c)

d)

Pentru orice numere reale x,y,z au loc proprietilile:
x. y = y. x (comutativitatea)

(* . y) . 

" = * .(y . ,) (asociativitatea)

x. 1 = 1. x = x (1 este element neutru lainmullire)
lr.tr.-=-.x =1. x +0 (oricenumdrreal nenul x, are un inversnotat

3.

a

a

a

a) e'.a'=a^*n b) a':an =a' n c) (o.)' =o-" d) a^.b^ =(ob)^ e) (l)' ={, U*O
\b) bn'

4. Ridlcina pitratl a unui numdr real pozitiv x este numirul real pozitiv, notat r/.r , al cdrui petrat esre
notat cu x.

Reguli de calcul cu radicali. Fie a,b e (0, +-)

a) J; Ji =J,b b) #=
e) Gu=Fl 0 Jo =0.

23
23
26

.38
40
.40

I

-)
.x55

e)

a

* .(y + ,) = xy + xz (inmul(irea este distributivi fat6 de adunare)

Diferen{a numerelor r,y este numdrul x - y clproprietatea cd x - y=x+(-y).

Dacd x,y eR, y+0, sedefinegte cdtulnumerelor x$i y,notat I sau r:1, cu proprietateaci
v

!= r.!.yy
Puterea cu exponent intreg.
Dacd a e lR, r e N* =) a' = q...a.; ao =1.

Dacd aelR. qi reN+ o-"'o"' .

a'
Dacd, a,b elR gi z,lr eZ, atunciaulocproprietd(ile:
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st.inga punctului f (6).

>[)

9

ul in frac1ie. Se obline succesiv:

_ l_ _2_t ==4-l=10 510 10

1,.)Li- ' ,1- r
a I - -l113

-1
i1

-.: rl

l' .::'r 220

:t .l:r 230

rbsinem: U=z+zJi -ZJi.
:-:,,5 +zJ1--+Ji.

b) Si se calculeze media aritmeticd gi media geometrici a numerelor a gi b.

s*lr:{i* a) o--^lr{- -",tR =O0 -J8 =zJi -zJi.,_
u= l(o +"):22'*' +2tE =^17 .2'*'.)*i +zuti =,hr er*r-*, +2Ji =

= J? c *zJi =tJl +zJi. b) *.,,, =I!-zJi -t'[i +tJi +zJi 
=zJi.22

mg"o, =,fu = lQ"e -:Jz )(uJr+rJr) = J(rl, )' 
_(rJr)' = J20_r8 = Jr.

5. Fie a qi D numererealepozitive. Sdsearate "i 
o*b tr -h'' 2 =V ,

Sr,hiii* Folosim proprietatea ci dacd x,y e (0,*) $i x < y atunci x2 < yr. A5ad*, ridic6m la p6trat

ambii membrii gi oblinem (+)' ,o' !^u' o a2 + b2 +2ab ,o' !^u' .inmurlim inegaritatea cu 4 9i(2 ) 2 4 - 2 ""''

oblinem: a2 + b2 + 2ab < 2a2 + 2b2 . Trecemtoli termenii in membrul intdi 9i oblinem succesiv:

-a2 +2ab-b2 <oe-(a2 -2ab+b'?)<0e-(a -t)'<0. Deoareceinegalitateaoblinutiesteadevrratd

rerultd cd inegalitatea ini1ial6 este adevdratd.

6. Sd se compare numerete , =*6.+ ei 6 =(r - Jr)(,-, Jr)-(Jr)'.
S*1rrii* Aducem numerele a qi b la formd mai simplS. Pentru a, amplific6m fracliile cu

expresiileconjugarenumirorilorsioblinem: ,=+Ji *':Jl -2-J-5-+2+Ji = 4 
=-q.

22 -5 22 -5 22 -5 4L ---'

r=(r-J7)(r .Jr)-("D)'=t -(Jr)'- 2=t-2-2=-3.Aqadar, a=*4, b=_3 si 4<_3,decia<b.
7. Dacd a,b,ce(0,+.o), s6sedemonstreze cd.. a) (a+O)(O+c)(c+a)>8abc; b)

a2 +b2 +c2 -ab-ac-bc>0.
si:1:.:ii* a) Folosiminegalitateamediilor: mn,it>mgmm. Avem: a +b>2Jab, b+c>2Ji,
c + a > 2l cn. inmullim aceste inegalitdli de numere pozitive intre ele qi se ob{ine concluzia.
b) inmul{im inegalitatea cu 2 qi formim o sumd de pdtrate perfecte. Avem:
2a2 +2b2 +2c2 -2ab- 2ac-2bc>0<+ (a -b)2 +(a-r)'+(t-"), >0, adevdratd.

8. Dacd x1, x2,...,x,e(0,+"o) qi x,+x, +...+xn=1, sEsearatecA: xtx: * x:x: *...* ',{ a 1.

\+ x2 x2+ x3 xn+ xr 2

$+lr.i1i* Aplicdminegalitatea ffiannonica3flaritm.. Avem: 2xtx, axtlx2; 2xz\ axz*\.....
irl +-rr2 2 -r2+xl 2 "'"

2x..x, ,r.. + x, .. ^( *,r. -tr.x, \-"'n"t < '-tt "'t . insumdm aceste inegalitdli gi oblinem 2l ^r^z * ^z^t 
l . r, * *. *xn+xt 2 " 

[x, +r, x2+rt xn*x,)-''t'^z'
+... + ntr = f . impi4im cu 2 gi oblinem inegalitatea din concluzia problemei.

1. Fie x= 2,7154... $t y =r,428i... . Afla1i primeletrei cifre dupd virguldale sumei x+y.
2' Fie x=2'1468... Di -v=1,5431....Afla{iprimeledoudcifredupdvirguldaleprodusului 4y
3. AflaJi primele doud cite dupd virguld ale numdrului 

"li 
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.:-: 23.'imali numerele

27. Fie ,? e N,fl > 2 . Demonstra{i c5:
1

<2,,

b)r*r*r>r(-t * ' * t 
1.1v1*.y.,r0.x y z (r+/ y+z x+z)

a) OrdonaJi aceste numere; b) Ordona{i opusele lor.

23. Se dau numerele reale a = f ti a = I

a) Calcula{i numerele reale L- a qi 1- D qi apoi comparajiJe;
b) Comparafi numerele reale zz qi 6 .

24, Fie a,b e R*, a <b qi Amedialor aritmetici, G media geometricS, 11 media armonicd. Sd

se verifi ce inegalitElile: H < G < A (inegalitatea mediilor).

25. Dacd, a,b,celR, astfel incdt a+b+c:1 , atunci o'+b2 +r2 >! .

3

26. Sa se demonstreze ci daca a,b.c sunt numere pozitive. u*n.' ,f,'- - ,E- * E ,,"'"""' Va*" !"+r' \a+o-'
??1

l+2,, +3" +4,

-: --fl esteintres.

" 
t. r)

/ r r\/ r r\
lz; +i ll r*z;*+; 

I\ ,\ )

28. Fienumirurra[ional ,=i 1(o.ll . Demonstrati 
"a 

,.(?.s).
fi(zr+\' \ 5 t

2e. Dacda e(o,a) demonsha[i., [r.*"li I.+'l>2 .

\ V"/\ '18-o) 4

30. Daci a,b,c,de (0,-) sisearare 
"a 

dr!:' *d,!b' *d:Lrz.
d+bc d+ca d+ab

31. Daci aelR gi neN arata{i cdi a2n +a'"-'+...+o'+o+l>!.

32. SA se arate ci primele doud zecimale ale numlmlui ^Er' . , 
-runt 

u..l.ugi pentru orice numir natural

n>3.
33. Fie a,b,c,d numere reale pozitive, astfel incdt abcde= l. Si se arate c6:

(a+b+c)2 .(b+c+d)2 *lc+d+e)2 *(e+a+bf ,r.
2a+3b+4c 2b+3c+4d 2c+3d+4e 2e+3a+4b

Fie n eN, n >3 qt. xr,xr,x3,...,xne IR.. Sisearate "-' 
l(n't)(n-z).t-'' 

I (*o**,**,)'2 fr'' -,=0.,.r.,

Sd se demonsheze cd, dacd, a, > 0,i = 1,2,...,n are loc inegalitatea:

.: lr-, --r=4,atunci

:::: ;1e. sd se dernonstreze

" -:+t
,,1'.- I-: )

:r:: :1e. au acelaqi numdr de ciAe

:e :rprezintA printr-o fiaclie

.:- r r- 1)(.r,+1)(z+ 1) sI fie de

etermine n e N*, qtiindci a e N.

r-5 ;i -1,13257768....

le-lnfo -CLASAaIX-a

34.

35.

,{i,o, + "{rrr, +...+ J;*rr, . *t, + a, + ...+ a,)

36. Aratali c6:

a) :+la-A {v)a+b>o;' * b-o+i'

37, Dacd JzooS + 
" 

* J2009 * b - 2Jzool + c ; o,b, c > 0, attxtci a + b > 2c .

38. Fie a,b,c ntl;mere strict pozitive, astfel cd ab + bc + ca =1. Sd se demonstreze cdi

lllr:abbcca

-T-T 

vJ T-T-a+b b+c c+a a+b b+c c+a

39. Daci o + t,fz + cJi > J6 ..["'z + b'z + f unde a,b,csunt laturile unui triunghi, atunci triunghiul este

dreptunghic.

Mul{imi qi elemente de logici matematic[

-
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\ratali ci cel

_ .r. r>0

-,r. .r < 0

rDeR

. ---. adicit a < b.

----------=

r = -a , dacd a < 0, se obline:

-..2-l+3Ji=0.

.,-, -3* 2-6 =s.

x--<=3 sau 4x-5=-3

I

l
{. iar -1<0.

rualia cu 5 gi oblinem ecuatia:

i, 
,t, -37 = y + 5 care este echivalent6 cu ecua{ia l4y = A,2 cu solu{ia l, = 3. Revenind la notaJie se

obJineecualia lZxl =:. echivalentdcu 2x=3 sau 2x=-3.Seoblinsoluliile *=l, r=-1.22
i b) Aplicimproprietatea lal<c e -c< a<c. Rezultisuccesiv: lS*-Zl<8, xeZe

-8<5x-2<8. x eZe-6<5x<10. xeZe -2.*<2, xeZ. Soluliainecualiei: xe{-t,O.t}.
5

5. Sdsecalculeze .tr.VG-rf -3G -6a+g. qtiindcd a<0.

Expresiasescriesubformaechivalentiastfel: lal+ls-rl 4 \Gif =lrl*ls- rl- lla-ll.
Deoarece a<0 ren.JtAcd 5-a>0 9i a-3<0, iarlal=-r,lS-"1=5-a,lr-Sl=-a+3. Se

obline expresia'. -a + 5 * a - 3(-a + 3) = a - a.

e-info - CLASA aIX-a Multimi gi elemente de logicd matematic[

l. a) Calculali:lr rtti-]1, l,ffr-,hnl,
b) Verificali urmitoarele proprlotEti:

l,'yl=l,l lrl, lil=pkf,r*0; ir+rlsl,l*lyl; ll,l-lrll.l,-rl,pentruperechledenumere

(z,tt;-t,+) respectiv (sJr,&) ,

c)Calculali:

lr_z.l* lz^ 
_1.,.*, l_gF],.*., li"*.;. .i;r*_#|,

t- 

-

l,/rt-oJz -',lo-+Jz *,,10 +Jil:
d)Exprimali cu ajutorul modulului inegalitdlile:

,-1.*.y+l,r,r.R I I. 2 2 l;y-l.x<)t+r,x,!eZ; -2<x<6,xeR; a<x<6,a,x,6eIR..

2. Reprezenta{i pe axa numerelor reale mullimile:

a) t={xeRl lx-1=,}^{,eRl lx'? -3x+zl*1,'-z,l=o} ;

b) a={,.m1 lx+rl<r}u{xeml lzr-rl>r};
c) c={-reml lx-tl +lx*zl=1}.,{xem l lx-rl+lt-,1=z} ;

d) p={xem.1 1x+lxlXx-lr[=o]n{,eRl x+lxl=o};

e) r={xeml lx-zl<y.(v)y.R: l^{,.*t l,-}1r,.,o,,.o-}
3. Gdsili valoarea de adevdr a propoziliilor de mai jos:

a) Ecua{ia: *' -llxl+3 = 0,x e R , are patru solulii reale;

b) Inecua{ia: lxltt + x) < 0,x e IR. , are mullimea solu{iilor(-co,-ll ;

c) Dacd ecua(ia: lx+ll -alx-tl =a,r.lR, a este parametrureal, are muflmea soluliilorintervalul [-:,f],
atuncia=-l;

#;rrne*#i.. Nffi propa*e


