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Teme recapitulative

Clasa a IX-a

1. Multimi si elemente de logica matematica

1.1. Notiuni teoretice

1.1.1. Elemente de logica matematica
Definitie: Se numeste propozitie un enunt despre care stim care este valoarea sa de

adevar.
Variabile | Operatie | Notatie Citire Valoare de adevir
p Negatia 4 non p Opusa propozitiei p.
».q Conjunctia |P~4 | psigq Este adevarat'il cand propozitiile p
- si g sunt adevérate.
.. . Este adevaratd cand cel putin una
) v ) sau g . L
P-4 | Disjunctia | PYd ! dintre propozitii este adevirati.
P-4 |mmplicatia | =>4 | p implicag Este f:alsa cand p este adevirati si
g falsa.
echivalent dratd ca
p. 4 |Echivalenta | 74 p Este gdevarata cand :ﬂlmbele au
lcug aceeasi valoare de adevir.

Definitie: Se numeste predicat un enunt care depinde de una sau mai multe variabile
si care se transforma in propozitie prin valori date variabilelor.

Variabile | Operatie | Notatie Citire Observatii
Demonstrarea valorii de adevar
se face prin calcule cu caracter

Propozitia | /. Pentru orice x |general si nu prin exemplu. Un
p(x) . - ¥, p(x) .
universald are loc p(x). exemplu poate fi suficient

pentru a demonstra ci aceastd
propozitie este falsa.




Enunturi e Clasa a IX-a

Demonstrarea valorii de adevar
Existd x astfel | se realizeazd prin determinarea
x, p(x) |incatareloc |unui exemplu. Acesta poate fi
p(x). chiar ghicit, dar trebuie verificat
cd este convenabil.

Propozitia
existentiald

p(x)

1.1.2. Tipuri speciale de rationament

Metoda reducerii la absurd: Pentru a demonstra o implicatie de tipul p — g, putem
presupune concluzia p ca fiind falsd si apoi impreund cu ipoteza construim un
rationament care conduce la contradictie.

Metoda inductiei matematice: Se aplicd pentru propozitii universale de forma
Vn=n,, p(n). Se verifici valoarea de adevir a propozitiei obtinute in cazul n=n,, se
presupune ca fiind adevdratd propozitia obtinuta in cazul n=k si se demonstreazd
valoarea de adevir a propozitiei obtinute pentru n=~k +1.

1.1.3. Multimi si cardinale

Relatie sau operatie Notatie Definitie
Incluziunea AcB | AcB&(Yxe A= xe B)
Egalitatea A=B A=Bo AcBsi Bc A4
Intersectia ANB AnB={x|xe Anxe B}
Reuniunea AUB | AUB={x|xe Avxe B}
Diferenta A\B A\B={x|xe Arx¢ B}
Produsul cartezian AXB AxB ={(a, b)|ac Anbe B}

Teoremi: Orice multime 4 cu n elemente, unde ne N, admite 2" submulfimi.
Definitie: Pentru o multime finiti 4 numim cardinalul sau §i notim Card (4)
numdrul sdu de elemente.

Proprietiiti: Sunt adevirate urmatoarele proprietati:

P1. Card (4) = 0 daca si numai dacd 4 = &,

P2. Daci A c B, atunci Card (B — A) = Card (B) — Card (4);

P3. Card (4 U B) = Card (4) + Card (B) — Card (4 " B);

P4. Card (4% B) =Card (4)-Card (B).

1.1.4. Multimea numerelor reale R

Definitie: Numim modulul unui numir real x §i notdm |x| distanta de la originea
axelor la pozitia numérului pe axa.

Proprietitile modulului:

P1. |x|20,‘v’xe]R; P2. |x|=0<:>x=0; P3. lez]yl(:}x:iy;
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1. Multimi si elemente de logicd matematica

P4. ‘x‘<c, c>0e xe(—c c); Ps. ’x‘>c, c>0 xe (—oo; —c)U(c; o0);

g (x, dacax20 (E(x), daca E(x)>0 , ,

Po. |x| =/ . si ]E(x)'zi , i} , pentru orice expresie

| —x,dacd x<0 —E(x), dacd E(x)<0

E(x), xe R;

P7. |x-y| =4[y, V x,yeR; P8. |x"|=|x|", V xe R, Vne Z;
x|_ | *

P9. |— =|—, ¥V xeR, ye R’ P10. Hx|—|y”£’x:ty|£|x|+|y ,Vx,yeR
Yoy

Definitie: Numim parte intreaga a numarului real x si notdm [x] cel mai mare numir
intreg, mai mic sau egal cu x.

Proprietitile pértii intregi: Pentru orice xe R, au loc proprietatile:

Pl. [x]=x© xe Z; P2. [x]=keZ o xelk, k+1);

P3. [m+x]=m+[x],V me Z; P4. x—1<[x]<x<[x]+].

Definitie: Numim parte fractionari a numirului real x si notdim {x} diferenta dintre

numdr §i partea sa intreaga.
Proprietitile partii fractionare: Pentru orice xe R, au loc proprietitile:

Pl {x}=0oxcZ; P2. {x}€[0,1); P3.{m+x}={x}.VmeZ.

1.2. Probleme de initiere

1.  Determinati numirul de submultimi ale multimii 4 = {a, b, c, d}.

12.  Determinati numérul de submultimi nevide ale multimii 4 = {a, b, c, d, e}.

13. Reuniunea a doud multimi cu cite 20 de elemente fiecare are 30 de elemente.
Determinati numarul de elemente comune ale celor doud multimi.

2 2
14.  Stabiliti valoarea de adevir a propozitiei: p: (\/5 + 1) + (\/3 - 1) eN.
I5.  Fie propozitiilep: 2+2=5sig:1+2+3+ ... +100 = 5050. Precizati valoa-
rea de adevir a propozitiei p v q.

16. Determinati numerele reale a, b daci avem egalitatea de intervale:
[a—b;a+b]=]1;7].
I7. TFied={1,2,3,4,5}. Determinati numirul de elemente ale multimii:

B={xeR|x=n-1)-n-2)(n-3)+4,ne 4}.
I18.  Determinati intersectia multimilor 4=(1, 5) si B=[3, 11].
19.  Aritati i numirul @ = 2 - [0,(3) + 0,1(6)] este natural.
110. Rezolvati in R ecuatia jx — 2| = 5.
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1.3. Probleme de consolidare

C1. Fie multimea 4 = {a, b, ¢, d}. Determinati numarul de submultimi ale tui 4
care il contin pe d.

C2. O multime admite 31 de submulfimi nevide. Determinati numarul de elemente
ale acestei multimi.

C3. Doud multimi cu cite 2008 elemente fiecare au 1000 de elemente comune.
Determinati numirul de elemente ale reuniunii lor.

C4. Fie multimea 4 = {1, 2, 3, 4}. Determinati numérul de submultimi care contin
simultan pe 1 si pe 3.

C5. Consideram propozitiile p : 2>5%5iqg: J7 >2. Precizati valoarea de adevir
a propozitiei p Aq.

o L 16 ]

C6. Determinati elementele multimii < xe Z 1e Zf .

|2x +

C7. Determinati toate valorile reale ale numarului x dacid 2 € (4x — 2; 2x + 6).

C8. FElevii unei clase sunt angrenati fiecare intr-o activitate sportiva, 12 la volei, iar
25 la fotbal. Stiind ¢ 7 dintre ei practica ambele sporturi, determinati numarul
de elevi ai clasel.

C9. Determinati cel mai mare numdr natural al multimii A\ B, dacd 4 =[5, 6] si
B=1[5,10].

C10. Determinafi céte elemente intregi contine multimea 4 U B, unde 4 = (-2, 3) si
B=(0,5).

C11. Ordonati crescator numerele a = 2,010, b =2,0(10) si ¢ = 2,(010).

. . . 2
C12. Determinati cardinalul multimii 4 = {xe Z ———36 ZJL
X —
. ) . 11 .

C13. Fie numarul rational 3 =1, aias...a,... . Calculai P=a, - a - ... - ay.

) - ) 13 . . . )

C14. Fie numirul rational o =2, aas...a,... . De cate ori apare cifra 3 printre
cifrele ay, Az, ...y 612004?

. . 23 _
C15. Se considerd numarul rational i 0, a\a,...qa,... . Calculati:
S=a1 +Cl2+ ... T ar009.
C16. Determinati cardinalul multimii (4 \ B) M Z, unde 4 = (=3, 4], iar B = (1, 5],



1. Multimi si elemente de logicd matematica

C17. Fie numerele a = /98 - 32 — 8 sib= 162 + VI8 + V72 Calculati
media geometrica a numerelor a si b.

C18. Rezolvatiin R ecuatia |1 - 2x| =[x + 4|.

C19. Demonstrati ¢i numarui |2 — \/5_’ + 13 - \/3’ este numdr natural.

C20. Rezolvati in Z ecuatia [3x—2|=11.

- 7 e
|

17|,
s

* . 11 . . .
C21. Calculati —()—%, unde |x] si {x} reprezintd partea intreagi, respectiv

J

L
partea fractionara a numarului real x.
C22 . Determinati partea intreagd a numarului a=+/17 .

C23’". Determinati partea fractionard a numarului b =+/25 +/26 .

C24 . Se considerd numirul 4 = (\/5 -3 + ﬁ\/i —1)" . Demonstrati ci 4 € N.
I

1 ]
- + +...+
J+2 L2+ J99 + /100

C25 . Aritatica A = este numar natural.

*

€26 . Demonstrati egalitatea [\/5 +/25 ] = [\/Z +/19 j| unde [x] reprezintd partea

intreagd a numarului real x.

. . . R .o - . * .
C27 . Demonstraii prin inductic matematica ci, oricare ar fi n € N, are loc egalita-

n(n+ )
tea: l+2+3+...+n:—7—.

. . . . . - . *
C28 . Demonstrati prin inductie matematicd ci, oricare ar fi » € N, are loc

1 i 1
egalitatea: —+——+...+ =
-3 3.5 (2n—-1)(2n+1) 2n+1

C29". Demonstrati ¢a numarul V5 ++/7 este irational.

C30 . Aratati ci, pentru orice numir natural n diferit de zero, fractia

weductibila.
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1.4. Teste de verificare

N N AW N =

3. Se considerd predicatul p(x):

Testul 1

. Determinati elementele multimii AN B dacd A4 =(2003, 2015) si B=(2014, 2016).
. Calculati suma |—3| + |—5| 2.
. Stabiliti valoarea de adevir a propozitiei p: V4 +36 =+/64.
. Céite submultimi ale multimii 4 ={ 2, 3, 4, 5, 6} contin doar numere impare?
. Ordonati crescator numerele a = Ja- 4, b=~/9-9 sic= J16 -16.
2 2
. Demonstrati ¢d numarul 4= (2 ++5 ) + ( 2— \/g) este natural.

Testul 2*

. Determinati cel mai mic numar intreg al multimii AN B dacd A4=(2010, 2016} si

B=(2013, 2020)

. Determinati partea intreagd a numarului x = V8 +/18—/32.

2x+1 . . .
P unde xe N'. Demonstrati cd propozitia

Lo

dxe N, p(x)e N este falsa.

4. Comparati numerele a =53 si b=37.

5 : 5 : :
5. Numarul rafional 7 =l,a,a,a,...a,.... Calculati suma a, + a, +a, +...+a,,,.

2,

. Demonstrati prin inductie matematici ci egalitatea 1+2+2°+...+2"=2""~1

este adevarata pentru orice ne N.

Siruri. Progresii

2.1. Notiuni teoretice

2.1.1. Siruri
Terminologie:

e Vom nota cu (x,)

o Multimea termenilor sirului;

® x, reprezintd al n-lea termen al girului.

Forme de prezentare:
e Prin enumerarea termenilor, de exemplu sirul 1, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4, 5, ...;
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2. Siruri. Progresii

2n+1
3n+4’

® Prin formula termenului general, de exemplu sirul x, = ne N;

X, =
e Prin formula de recurent, de exemplu sirul < .
xn+1 = 3‘xn - 2

2.1.2. Progresii aritmetice

Definitie: Se numeste progresie aritmeticid un sir de numere cu proprietatea ca
fiecare termen incepdnd cu al doilea se obtine din precedentul adunidnd aceeasi
cantitate constantd numita rafie.

Proprietiti: Fie (a,) .. o progresie aritmetica cu ratia 7. Atunci:
Pl. a,, =a, +r,pentru oricene N°;
P2. a, =a,+(n-1)r, pentru oricene N°;

a . +a .
P3. a :L"lz—"“,pentruoncene N, n>2;

n

(al +an)n

P4.Dacd S, =qa,+a,+...+a,, atunci S, = 3

2.1.3. Progresii geometrice

Definitie: Se numeste progresie geometrici un sir de numere nenule cu proprietatea
cd fiecare termen incepind cu al doilea se obtine din precedentul prin inmultirea cu
aceeasi cantitate constantd numita ratie.

Proprietiti: Fie (5,) _. o progresie geometricd cu ratia ¢. Atunci:
P1. b,,, =b,q, pentru oricene N°;

P2. b, =bq""', pentru oricene N";

P3. b2 =b_b

n+l >

pentru oricene N*, n>2;

bnq - bl

P4.Dacd S, =b +b,+...+b, si g #1, atunci S, = |
q_—

2.2. Probleme de initiere
I11. Fie (x,)

. oA 2n+1 .
un sir de numere oarecare astfel incat x, =ﬁ, pentru orice

neN"
ne N, Calculati x;o.

12.  Determinati primul termen al progresiei aritmetice ay, a;, 13, 17, 21, ... .

13.  Intr-o progresie aritmetica cu ratia 3, avem g, =2 . Calculati a.

14.  intr-o progresie aritmetica cu ratia 5, avem g, =70. Calculati a,.

I5. Intr-o progresie aritmetica cu ratia 4, avem a, =—13. Calculati g, .

11
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16.
17.
18.

19.
110.

Intr-o progresie aritmetica cu ¢, =7, avem a, =25 . Determinati ratia progresiei.
Intr-o progresie geometrica cu ratia -1, avem b, =5 . Calculati b, , .

Intr-o progresie geometrica cu ratia 2, avem b, =56. Calculati b, .

. ) . .1 .
Intr-o progresie geometrica cu ratia —, avem b, = 64 . Calculati b, .
3 ,

<~
Intr-o progresie aritmetica, avem a, =2 si a,, = 98. Calculati suma:

ata,+a,+..+ta,.

2.3. Probleme de consolidare

Cl.

C2.

3.
C4.
C5.
Cé.
7.

C8.
C9.

c1o.
C11.

cia.

C13.

12

. . oA 3n+l . . .
Fie (x,) . unsirastfel incat x, =———, pentru orice ne N". Calculati suma
e N i/ 3

X 42X+ X+ X,

Fie (x,) . unsirastfel incit x, =4n -3, pentru orice ne N. Determinati al
citelea termen al sirului este numarul 37.

intr-o progresie aritmetica (a,),». avem as = 24 si ay = 76. Calculati a;.

intr-o progresie aritmetica (a, )=, avem a, = 7 st ayy = 15, Calculati asgos.

Fie (a,)n>1 0 progresie aritmetica de ratie 2, in care a; + a4 = 8. Determinati a,.
Stabiliti dacd numdrul 2007 apartine progresiei aritmetice 2, 7, 12, 17, ... .
Determinati primul termen al unei progresii geometrice b,,b,. 18, 54, 162, ... .
Intr-o progresie geometrica (a,),»1, cu ratia negativd, avem a» = 3 si a; = 147.
Determinati a;.

Determinati numarul real x, stiind ca numerele 2, x si x + 4 sunt in progresie
aritmetica.

Intr-o progresie geometrica (ay,),-1, avem a; = 5 st as = 40. Determinati a,.
Intr-o progresie geometrica cu termeni pozitivi, suma primilor doi termeni este
4, iar a urmitorilor doi termeni este 36. Determinati primul termen al
progresiei.

Demonstrati ca, oricare ar fi x € R, numerele x — 1, 2x + 3 si 3x + 7 sunt
termenii consecutivi ai unei progresii aritmetice.

Determinati numarul real pozitiv x, stiind ca x, 6 si x — 5 sunt in progresie

geometrica.



2. Siruri. Progresii

C14. Calculatisuma 1 +4+7+10+ 13+ ... +28+31L.

C15. Calculati suma primilor 30 de termeni ai progresiei aritmetice (ay),2, dacad
as—ar=4sia) + a3t as+as=30.

C16. Determinati primul termen al progresiei geometrice cu termeni pozitivi by, 6,
by, 24, ...

C17. Inu-o progresie geometric (a,),=1, avem a; + a, = 5 i a, + a3 = 20. Calculati
suma a, +ay + as.

C18. Intr-o progresie aritmetici (a,).21, cu ratia 2, suma primilor 9 termeni este 351.
Determinati primul termen al progresiei.

C19. Numerele reale pozitive a, b, ¢, d sunt in progresie geometricd. Dacd d —a =7
si ¢ — b =2, aflati ratia progresiei.

C20. Calculati suma2+22+2°+ ... +2°,

* a] . -
C21 . Intr-o progresie aritmetic (a,)s1, avem axgos = 2a00s. Caleulati as.
% A . . .
C22 . Intr-o progresie geometrica (a,),=1, avem aages = 3 $i a0 = 12. Calculati azos.
*

C23 . Calcuiati suma primilor 20 de termeni ai progresiei aritmetice (@)1, Cu
b

proprietatea aq + ag + a;x + a5 = 30.
£l

C24 .Intr-o progresie geometricd  (a,),» formata din numere reale, avem

2006200762008 7 27. Detemlinati arno7.
*

C25 . Un triunghi are masurile unghiurilor 4, B, C in progresie aritmeticd. Deter-
minati masura unghiuiui B.

W

26 . Se considerd numerele reale nenule a, b. De asemenea, se considerd numerele
x=a,y=absiz= b*, aflate in progresie aritmetici in aceasta ordine.
Demonstrati ci a = b.

C27 . intr-o progresie aritmetica (a,).»;, suma primilor 10 termeni este 55, iar suma
primilor 12 termeni este 78. Determinati a;.

* 1 1
C28 .Se considerd numarul real s = 1 + 5+?+...+

S Demonstrafi ca s €

e (1,2

€29 . Se considerd un sir de numere (x,) . definit prin x, =2 si x,, =3x,+2,

ne n+l T

pentru orice #e N*. Demonstrati cd x, =3" —1 pentru orice ne N
*

C320 . Pe o foaie sunt scrise numere naturale din trei in trei in aceasti ordine: 2; 5; 8;

11;14: ... . Stabiliti dacd numarul 2008 va apirea pe aceasta foaie.
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24

1.

2.

3.

4.

5.
6.

14

. Teste de verificare
Testul 1

Se considerd o progresie aritmeticd cu a, =7 §i g, =1. Determinati ratia acestei
progresii.

. . o A 2n+5 . . .
Fie (x,) _ un sir astfel incat x, = = pentru orice ne N'. Demonstrati ca

e n+

X, >,
Fie (x")”eN_ un sir astfel incat x, =5n-3, pentru orice ne N'. Demonstrati ca

X, =X =X, =Xy
Se considerd o progresie aritmetica cu a,=4 gi ratia »=2. Calculati suma
ata,ta,+..+a,.

Se considera o progresie geometrica in care b =7 si b, =14 . Calculaii b,.
Determinati valoarea numarului real x, stiind ca numerele x, 3x+1 si x+14 sunt
termenii consecutivi ai unei progiesii aritmetice in aceasti ordine.

Testul 2%

Pe o foaie sunt scrise 19 numere astfel incdt primele 10 sunt in progresie
geometricd cu ratia 2, iar ultimele 10 in progresie aritmetici cu ratia 2. Daci
primul numar este 1, determinati care este ultimul numdr.

O progresie aritmetici $i una geometricd au primul termen egal cu 2 si al patrulea
termen egal cu 54. Care dintre progresii are ratia mai mare?

fntr-o progtesie aritmeticd (a,).»1 cu termeni descrescatori, avem a, = 6 si aya3 =
= 20. Determinati ratia progresiei.

Determinati numérul xe R, stiind cd numerele x, 2x+1 si 4x+35 sunt, in aceasti
ordine, termenii consecutivi ai unei progresii geometrice.

Fie o progresie geometricd in care b, —b =16 si b, —b, =48. Determinati ratia
acestei progresii.

Fie (x,) .. un sir astfel incdt x,=4n—1, pentru orice ne N*. Demonstrati ci

termenii girului formeaza o progresie aritmetica.



