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1. INTRODUCERE

Lucrarea are ca obiect studiul cimpului electric in regim static si
stationar pentru dispozitive conductoare, adici analiza si sinteza de cAmp.
Metodele folosite, inversiunea geometrica si transformata Kelvin, incluzind
sarcinile electrice imagine, sunt tipice pentru acest gen de probleme si sunt
numite in carte ,,metode speciale”.

1.1. PROBLEMA ANALIZEI CAMPULUI
ELECTROMAGNETIC

Analiza cdmpului electromagnetic presupune determinarea mirimilor
de stare ale cAmpului electric, adicd vectorii cAmp electric E si inductie
electrici D si ale cAmpului magnetic, adicd vectorii cAmp magnetic H si
inductie magnetica B Intr-un anumit domeniu al spatiului.

Problema analizei este bine determinati, adici are solutie unicd atunci
cdnd modelul fizic al problemei este corect ales si marimile sunt precis
masurate.

Aceastd solutie unicd se poate gisi in cazul in care sunt cunoscute in
interiorul fiecdrui punct al domeniului spatial considerat si precizat
urmétoarele marimi, care in literatura de specialitate [1.1], [1.2], [1.3] se
numesc ,,condifii”, pentru cid ele conditioneazi unicitatea: conditiile de
material (permitivitatea electric, permeabilitatea magnetici, conductivitatea
electricd), conditiile de vitezd (pentru medii mobile), conditiile initiale
(adica valorile campului electric si magnetic la un anumit moment
considerat moment initial), conditiile la limiti (adici valorile componentei
tangentiale ale cdmpului electric sau magnetic la frontiera domeniului in
fiecare moment, ceea ce reprezintd legitura domeniului dat cu exteriorul) si
conditiile de surse (adicd densitatea de volum si superficiald a sarcinii
electrice, densitatea de curent si a panzei de curent, polarizatia permanents,
inductia remanenta §i cdmpul imprimat).

Precizarea acestor condifii constituie prima etapd in rezolvarea unei
probleme de analizi de cidmp electromagnetic si se numeste etapa de
stabilire a modelului fenomenologic.

Urmeaza etapa de reflectare in plan formal a modelului considerat pe
baza sistemului de ecuatii ale lui Maxwell pentru medii imobile §i, respectiv,
Maxwell-Hertz, pentru medii mobile. Aceasta este etapa de realizare a
modelului matematic, care poate fi diferential (daca legile sunt folosite sub
forma locald a operatorilor vectoriali), variational (dacd se introduce o
functionald a cérei minimizare si fie echivalenti cu ecuatiile cAmpului) sau
integral (daci legile cAmpului sunt folosite sub forma lor integral).
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Ultima etapi este cea de rezolvare a modelului matematic ales. Metoda
de rezolvare poate fi analiticd sau numerici.

Metoda analiticd este precisa, dar numarul cazurilor practice in care se
poate aplica este destul de limitat presupunind liniaritatea operatorului,
precum §i 0 anumitd simetrie [1.4]. De reguld, se aplici metoda separarii
variabilelor, care duce la rezolvarea unor ecuatii diferentiale specifice
fiecarui tip de simetrie, respectiv fiecdrui tip de sistem de coordonate
(ecuatii diferentiale cu coeficienti constanti pentru simetrii carteziene,
ecuatii de tip Euler, respectiv Bessel, pentru simetrii cilindrice §i ecuatii de
tip Euler si Legendre pentru simetrii sferice).

Tot in cadrul metodelor analitice se incadreazi si metodele pe care le
numim speciale. De notat cd metodele speciale presupun si o importanti
laturd numerica.

Metoda numericad se poate aplica practic nelimitat. Metoda numerica
este adaptatd modelului matematic. Astfel: pentru modelul diferential se
aplici metoda diferentelor finite, pentru modelul variational se aplici
metoda elementului finit, iar pentru modelul integral se aplici metoda
elementului de frontiera.

Modelul matematic impreuna cu metoda numerici de rezolvare
formeazd modelul numeric al problemei de analiza.

in cazul particular al cAmpului electric in regim static si stationar, toate
consideratiile de mai sus rdmén valabile cu adaptirile si simplificdrile de
rigoare.

1.2. PROBLEMA SINTEZEI CAMPULUI
ELECTROMAGNETIC

Sinteza campului electromagnetic este problema inversi a analizei
[1.5]. Bazele matematice ale sintezei de cAmp au fost puse in prima parte a
deceniului al saptelea din secolul trecut [1.6], [1.7], [1.8], dar aplicatiile in
teoria cAmpului electromagnetic apar abia dupa doua decenii. Remarcam ca
inainte ca bazele teoretice ale sintezei si fie puse, un mare profesor al
electrotehnicii roméanesti, academicianul Andrei Tugulea, publici o lucrare
in care fundamenteaza metoda sintezei analitice [1.9].

In problema sintezei se impune cAmpul electromagnetic intr-o anumiti
parte a domeniului sau in tot domeniul, iar conditiile numite anterior de
unicitate se dau partial. Important de mentionat cd pani si domeniul spatial
se poate da partial in problema sintezei.

Etapele de rezolvare ale problemei sunt aceleasi ca si in cazul analizei,
dar unele din datele problemei devin necunoscute §i invers.
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Aplicarea metodei de sinteza duce la o ecuatie integrald de ordinul intai,
numitd ecuatic Fredholm, care are un mod specific de rezolvare [1.5]. Se
demonstreaza cd orice problemé care se poate aduce la o ecuatie Fredholm
se poate transforma intr-un sistem de ecuatii degenerate [1.10], care se poate
rezolva prin regularizare.

Regularizarea este o metodd care céntireste balansul dintre precizie si
realizabilitate sau stabilitate. Apare in toate cazurile dilema exprimati
plastic prin aceea ca a urca in precizie e la fel cu a urca Intr-un copac, stiind
ca sus ramurile sunt mai subtiri si vintul bate mai tare, deci stabilitatea
scade.

Teoria sintezei presupune unele notiuni, precum numarul de conditi-
onare [1.11], sau chestiuni de teoria erorii in cazul calculului automat [1.12].

Este important din punctul de vedere al temei noastre si aratim care
sunt tipurile de sinteza intdlnite in practica rezolvarii problemelor de acest
fel. Avem astfel sinteza de proiectare [1.13], care presupune realizarea unor
caracteristici ce se pot echivala cu proprietiti ale unor cdmpuri electromag-
netice, sinteza de identificare, care presupune verificarea proprietatilor unui
dispozitiv aflat in stare de functionare dupd unele remedieri, sinteza de
optimizare, care presupune realizarea unor cdmpuri cu anumite proprietati,
supuse unor restrictii [1.14], si, in sférsit, sinteza de surse, care presupune
realizarea unor proprietiti prin introducerea unor surse de cidmp, aceste
surse fiind cele cunoscute si prezentate la problema analizei.

Un alt aspect al sintezei il constituie rezolvarea sistemelor degenerate
sau rdu conditionate fard a folosi regularizarea, respectiv prin impunerea
solutiei de eroare minimi, adici a pseudosolutiei. In lucrare, se va folosi
calculul pseudosolutiei de normd minim3, adicd a pseudosolutiei normale
prin metoda coeficientilor binomiali, metoda prezentati in premieri in [1.5].

1.3. METODE SPECTALE IN ANALIZA SI SINTEZA
CAMPULUI ELECTRIC IN REGIM STATIC
SI STATIONAR

Precizdm ci nofiunea de metode speciale nu este uzuald in teoria
campului electromagnetic. Am introdus aceasti notiune pentru a desemna
unele metode de analizi i sinteza analitica diferite de cele clasice.

Ne referim la metoda transformatei Kelvin, la metoda inversiunii
geometrice §i la metoda imaginilor electrice. Din combinarea acestor
metode se vor obfine rezultate teoretice originale, cu aplicatii la calculul
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exact al rezistentelor de trecere ale prizelor de pdmaént [1.15], la realizarea
unor modele nebanale de testare pentru calcule numerice, precum si la
separatoarele electrostatice.

Regimul de variatie in timp a marimilor este in primi instantd regim
static, dupi care, pe baza analogiei cu regimul electrocinetic, regimul se va
extinde la cel stationar.

Precizim ci aceste metode — numite de noi speciale — au o vechime mai
mare chiar decat legile lui Maxwell [1.16], (1862).

1.4. ISTORIC AL METODELOR SPECIALE

Mentionidm ci informatiile la care am avut acces, referitoare la evolutia
istoricd a metodelor, si numite de noi speciale, sunt uneori contradictorii.

Referitor la transformarea prin inversiune geometrica, se pare ca primul
care a folosit-o este Apollonios din Perga (240 i.Hr. — 190 i.Hr.) in cartea
Conice, care s-a pastrat sub forma unei traduceri in arabid din secolul al
IX-lea [1.17]. Dupa alte surse [1.18], meritul pentru inventarea acestei
frumoase metode 1i apartine lui L.I. Magnus, care a folosit-o prima dati in
1823. Un articol dedicat tocmai originii principiului geometric al inversiunii
[1.19] 1l crediteaza pe matematicianul elvetian J. Steiner cu meritul de a fi
inventat metoda in 1824. Autorul mentioneazi cid au existat si alfi
matematicieni care au utilizat metoda inversiunii sub diferite forme inainte
de Steiner.

Metoda imaginilor electrice il are ca precursor pe Gauss (1818) [1.20].

Transformata Kelvin a fost inventatd de William Thomson, Lord Kelvin
(1824 — 1907) in anul 1845, [1.21]. El a aritat c3, in anumite conditii, prin
transformarea prin inversiune se pastreazi o serie de proprietéti electrice si a
introdus, in consecinti, tehnica respectivé, care-i poartd numele.

Dacad transformata prin inversiune este inclusd in mod intrinsec in
transformata Kelvin, metoda imaginilor este doar un auxiliar al acesteia.

1.5. STADIUL ACTUAL AL PREOCUPARILOR iN
DOMENIUL METODELOR SPECIALE

Desi metoda transformatei Kelvin, bazati pe inversiunea geometricd,
are o vechime considerabild, ea continuid si fie folositd de cercetatori,
domeniile de aplicare fiind din ce in ce mai vaste.
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In scrisoarea citre matematicianul francez Liouville [1.21], referindu-se
la o discutie anterioard avutd cu acesta referitoare la principiul metodei
imaginilor, Kelvin spune: ,,Existd o mul{ime de probleme la care eu nu m-
am gandit atunci i am gésit mai tarziu cd principiul imaginilor se poate
aplica”. Afirmatia lui Kelvin este reluatd, de atunci, de mulfi cercetitori
(p4ni in zilele noastre), putdnd constitui un motto pentru orice lucrare care
aplicd transformata Kelvin.

Consideram c&@ publicatiile recente se orienteazd pe doud directii
importante.

Prima directie se referd la pana conductoare (conducting wedge), prin
care se Iinfelege un dispozitiv conductor cuprins intre doud plane
conductoare infinite.

Practic, acest tip de configuratie apare in numeroase aplicatii din
electrostaticd, hidrodinamica si regimuri de variatie de joasi frecventa.

Problema determinarii potentialului si a cAmpului in prezenta unei
sarcini punctiforme numite sursd a fost rezolvati analitic cu mult timp in
urmi [1.22], dar a fost reluatd recent si pusd sub o formi convenabild in
[1.23]. Dezavantajul acestei formule este ci prezinti singularititi in punctele
din varful penei conductoare. In [1.24] si [1.25], acest inconvenient este
inldturat prin aplicarea transformatei Kelvin. Prin alegerea convenabild a
polului transformaérii, problema penei conductoare este transformati in
problema sferelor intersectate.

Problema singularititii, legata de punctele de pe dreapta de intersectie a
planelor care marginesc pana (punctele din varful penei), este legati de
distanfa la care se afld sarcina sursd fatd de aceste puncte. Mai mult, daci
sursa trece in regim dinamic, adica variabil in timp, aceastd distantd este
legatd si de lungimea de undd generati de sursi. Aceste aspecte sunt
abordate in [1.26] si generalizate pentru mai multe pene conductoare in
[1.27]. Trecerea la regimul dinamic se face considerand intervale de timp
suficient de mici i regimul dinamic, ca o succesiune de regimuri statice.

O idee interesantd care subliniazd importanta regimului static apare in
[1.28]. Se afirmd c& la o anumita scalare, suficient de mic, mai mici decét
lungimea de unda, orice problema din naturi poate fi considerati statici sau
cvasistaticd, deci orice solutie exacti din electrostaticd va avea imediat un
corespondent in cAmp electromagnetic variabil.

A doua directie se referd la stabilirea unor solutii analitice pentru
probleme bine determinate cu ajutorul transformatei Kelvin si a metodei
imaginilor. In marea majoritate, aceste solutii se folosesc pentru determinarea
asa-numitei polarizabilitafi, definitd ca raportul dintre momentul unui dipol
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si campul care induce sarcinile dipolare intr-un anumit volum conductor.
Polarizabilitatea se calculeazd, in general, pe doud directii perpendiculare si
se foloseste pentru determinarea cdmpului in solutii cu rare incluziuni
metalice. Aceasta directie este ilustrata de titlurile [1.29]-[1.33].

Aplicatiile sunt din domeniul proiectarii materialelor compozite, a
masurarilor nedistructive, geofizici etc.

Modelul fizic este, cu mici deosebiri, acelasi, si anume este vorba de
doud sfere conductoare aflate in prezenta unei sarcini exterioare legate la
pimadnt, care se intersecteazi ortogonal. In [1.29], se demonstreazi vectorial
cd imaginile electrice corespunzitoare sunt exact trei, si anume imaginea
fatd de prima sferd — ca si cum cealalti nu ar exista —, apoi, imaginea fatd de
a doua sferd — ca §i cum prima nu ar exista — si, in sfarsit, a treia, care este
imaginea simetricului sarcinii date fati de planul radical in raport cu sfera
care are ca cerc mare cercul de intersectie al sferelor date. O demonstratie
pur geometricd este datd pe baza transformatei Kelvin in [1.34]. Este
interesant de mentionat ca, intre valorile sarcinii date si cele trei imagini,
existd o relafie a cérei interpretare fizicd nu este incid cunoscuti. Putem
spune ca domeniul metodelor speciale ofera inca probleme deschise, deci,
domeniul nu este finalizat si incheiat nici micar din punct de vedere
teoretic.

Acest rezultat remarcabil este folosit si in [1.31] si [1.32], dar fard
demonstratie. Dupid determinarea sarcinilor imagine, se poate calcula
polarizabilitatea. Incluziunile metalice se asimileazi cu doud sfere care se
intersecteazi sau cu doua sfere exterioare [1.30]. In [1.33], se extinde teoria
Iui Kelvin la materiale dielectrice si la cAmpul magnetic static.

Metodele speciale au un avantaj fati de metodele clasice de analiza de
cdmp, si anume ele dau solutia sub forma algebricd exacta [1.34] sau sub
forma unei serii convergente. Aceste avantaje au fost prezentate de Kelvin
in [1.21], dar sunt valabile si astazi.

1.6. CONCLUZII

Tema cartii se incadreazd in problematica mai largd a analizei si
sintezei cAmpului electromagnetic. In lucrare, se trateazi chestiuni legate
exclusiv de cAmpul electric in regimul particular static si stationar. Problema
analizei are solufie unicd atunci cidnd anumite condifii sunt satisficute.
Problema sintezei nu este in general bine determinatd din punct de vedere
matematic §i poate avea mai multe solutii, din care se aleg cu anumite
metode cele corespunzitoare din punct de vedere tehnic.
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Prin metode speciale, autorii inteleg metoda transformatei Kelvin,
metoda inversiunii geometrice si metoda imaginilor electrice, metode care
se intrepatrund si se conditioneaza reciproc.

Desi metodele speciale au o lungi istorie in spate, lucririle recente
citate care folosesc aceste metode, (printre care o teza de doctorat din 2006,
o carte din 2016), dovedesc ca aceste metode sunt actuale. Dintre cele doud
mari directii actuale de cercetare identificate pe baza literaturii consultate
considerdm cé lucrarea noastra se incadreaza ca §i problematici la directia a
doua, cu note specifice care o particularizeazi. Principala particularitate
constd in faptul cd lucrarea noastrd presupune suprafete echipotentiale in
timp ce majoritatea lucrérilor considerd conductoarele in prezenta unei
sarcini exterioare.
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2. TRANSFORMATA KELVIN,
METODA DE ANALIZA A CAMPULUI
ELECTROSTATIC

Transformata Kelvin [2.1] este o metodd specifici pentru studiul
campului electromagnetic in regim static i in regim stationar electrocinetic.

Prin aceastd metoda, se face transformarea unui spatiu in alt spatiu din
punct de vedere geometric. Sarcinile electrice cu care sunt incircate corpu-
rile in primul spatiu sufer3 si ele modificéri in cursul transformarii. Evident
ca si potentialele si cAmpurile electrice 1si schimbi proprietitile [2.2].

Transformata Kelvin este strans legata de transformarea geometrica prin
inversiune in plan real si de metoda imaginilor electrice, pentru ci transfor-
marea spatiului se face cu metoda inversiunii geometrice, iar transformarea
densitatilor de sarcini este legatd de metoda imaginilor.

Considerdim utild prezentarea unor elemente din teoria transformirii
Kelvin pentru mai buna incadrare a elementelor aplicative din capitolele
urmatoare.

2.1. TRANSFORMATA SPATIULUI

Transformarea spatiului se face prin inversiune, o transformare
geometricd utild si spectaculoasa.

Prin aceasta transformare, spatiul din exteriorul unei sfere se transformi
in spatiul din interiorul sferei respective. in anumite conditii, suprafetele
plane se pot transforma in suprafete sferice si invers, ceea ce poate duce la
rezolviri surprinzitoare ale unor probleme dificile.

Inversiunea se poate folosi §i in planul complex, dar pentru studiul
campului electrostatic se foloseste numai inversiunea in plan real.
Inversiunea in complex este utild la studiul circuitelor electrice in regim
permanent sinusoidal [2.3].

2.1.1. DEFINITIA INVERSIUNII GEOMETRICE

Inversiunea geometricd [2.4]-[2.8] reprezinti o transformare puncti-
formai in care, fiind dat un punct fix P, numit pol, si un numir real k, numit
puterea inversiunii, unui punct M i se ataseazi un punct M’ apartinind
semidreptei PM, astfel incét

PM-PM'=k 2.1)
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P

Fig.2.1. Inversul M’ al unui punct M in plan real

Se observd ci daci puterea inversiunii k este un numir pozitiv, atunci
M’ e PM; iar dac# este negativ, atunci M’ € MP.

Precizim ci, in aplicatiile inversiunii in teoria cdmpului electrostatic,
puterea inversiunii este un numir real pozitiv, motiv pentru care in
demonstratiile care urmeaza vom considera k > 0.

2.1.2. DETERMINAREA GEOMETRICA
A PUNCTULUI INVERS

Etapele de determinare a punctului invers M’ sunt urmitoarele, [2.4]:

Se traseaza un cerc C cu originea in polul P si raza egald cu Jk (cercul
C este numit cerc de inversiune). Punctul M poate fi in interiorul sau in
exteriorul cercului de inversiune. Considerdm pentru inceput ci M se afld in
interior, fig. 2.2. Se uneste printr-o semidreapti punctul P cu punctul M. Din
punctul M se ridicd o perpendiculard d pe semidreapta PM, care
intersecteazi cercul C in punctul T. In punctul T se duce tangenta la cerc
pani cind aceasta intersecteazi semidreapta PM; Intersectia dintre
semidreapta (PM si tangenta la cerc in punctul T reprezintd inversul

punctului M, notat cu M.

Fig. 2.2. Constructia geometricé a punctului invers, M in interior
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