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capitosL l. PATRULATERE

PATRULATERU[ sst{vp(

l.l. ltlotiuni teoletice
Considerim patru puncte distincte in plan, oricare trei necoliniare.

Not5.m aceste puncte A, B, C, D si unim prin segmente de dreapti A cu B,

B cu C, C cu D si D cu A. Putem obtine figuri geometrice de urmitoarele

trei tipuri.
C

Patrulaterul din figura 1 a) se numeste patrulater convex. Observ5.m

ca segmentele [An] gi [CD] nu au niciun punct comun. De asemenea,

segmentele [gC] $i [AD] nu au niciun punct comun.

Segmentele [AB], [BC],[CD] ;i [DA] sunt laturile patrulaterului,

iar punctele A, B, C, D sunt virfurile patrulaterului.

* Definigie. Un patrulater se numeste patrulater convex, daci orice

dreaptl determinatl de o latura a sa nu separi celelalt. dou5. virfuri.
Observim ci. patrulaterul din figura 1 b) nu are ,.rroprietatea din defi-

nitia de mai sus pentru ca dreapta BC separi virfurile A ;i D (de asemenea,

dreapta CD separS. vArfurile A;i B).

Un astfel de patrulatet se numeste patrulater concav.

Un parulater convex ABCD are patru unghiuri: m, m, BeD

ri CDA. uneori, vom nota aceste unghiuri cu o singuri literS.: A, 0, e, D.

Un patrulater convex ABCD are doui diagonale si anume segmentele

[AC] ei [BD].

a)

C

Figura I



r ?rnsBru aJE nu clf,gv
urJd rueundnsa:4

afialozza

, nc tp8a nus oJ?ru IEru

I un er rirtgry'g

t il lllnzal 'o9t= _ x-,____ o/e 
(g)*

,OI '?:IUIf3SIrOI UI '- - ' o09t

apSa ar:rode.r ap pprrS

- lua^Y'clf,gvxe^uor
u

(g)-'(y)-',.
afiqozaa

euorirodord tcarrp tuns

alrnseru fegy'7

lruy rueuriqo (Z) eriula.r

*+(a)*+(v)*,,q

'Brznrruor au,iqo ,' (gr--r)," = (cJy)-* (ylg)- ,u (ey-_o)*=

= (ryp)*.(qy.-o),u Er ruor pusuri rS 17)

rS 11) alrrielar nrqruau nr nrgruau pugunpv

G) "oo8r = (Vgg)* + (gcv)*+ (cva) *
:rua^B Sovv ul

(r) oosr = (VO-t)** (qgy)*+ (svg)*
V 

.r^ --^e--,-^.\ ^--- 
:rua^e 3f,vv u!

(g r:n8g rza.rr) 3y epuo8elp tupsEJI :atiyttsuouta7

ooet = (Wp)* * (qg--s)* + (egy)* * (UVg)- ',,2n1,uo3
xaluof, rarelnned Cf,gV :yzalodl

'o09t eP atsa

xaluof ratepnud rnun JollJnrq8un Jolrrnspu Eruns .I EruaJoel O

:aP reP elsa ,,ixeluor ralqnrted
rnun JolrJnlq8un rolunspur eruns atsa 1g3,, eaJeqarlur ry psundspg ."0gI

ap alsa lg8unrn rnun rolrrnlg8un rolunsprrr Eruns pc teiprtug ury
raauoc rale;nlged tnun JotlJnrr;0un JollJns?ur EunS .Z.J

7 atnZ1g

'el?rnr?P lrryrv )serunu es mlnrarDl

-nrtrd E ErruEI o EurruJetep JJEo allrryJg1
'asndo runs g rS

g allrn rV IaJ E I 'amdo rngrV rsaurnu as 3 lS

v alrrryrp^ Cf,gV xeluof, lruareprred u1

'Cg I5 Jy rolalruo8erp erirasrarur

O nf, telou :otra Z urn8g uI 'aturJnruoc aldarp

tuns xeluo JalEInJl?d mun alapuo8erg
'ettrntelt rrnlel tuns Cy tS gV 'nlduaxa

eCJ 'aleJntpp Irnrq fserunu es unruo: rrund un nE eJBf alrlnle-I
'asndo rJntel tuns

CV 16 39 'eauaruest rC 'asndo rrnrel rseurnu as CIJ IS gV alrrnte-I

(o )* * (g)*
= (y)*

= uaundnsard pg

at?qozaa
rB rlunrt'mpratelnned
Erpau n) pp8a atsa

:: ljr:lsuotuaq 'I

r?J auralqoJd 't'l

9



De asemenea, BC gi AD

resc laruri aliturate. De

laler conyer
: u::ui rriunghi este de

.su:i.lor unghiurilor unui

uru: patrulater convex

=. COI)=360"

l:a -l

A

:Lrl:::1. concluzia.

1.3. Ptobleme fczoluale

1. Demonstrati ci daca mlsura unui unghi al unui patrulater convex

este egali. cu media aritmetici a misurilor celorlalte unghiuri ale

patrulaterului, atunci acel unghi este drept.

Rezoluare

S5. presupunem ca unghiul A satisface conditia din enunt, deci

-(a) - 
-(B)+-(0)+-(D) 

<+ 3m(A)=-(0)*,,(e )*-(D) rrl

D- -(A)+-(B)+-(e)*-(D)=360o. (2) inlocuind relatia (1) in

relatia (2) obgnem 4*(A) = 360o, prin urma.. *(A)= 90".

2. AIl4i misurile unghiurilor unui patrulater convex;tiind ci acestea

sunt direct proPorFonale cu numerele 1,2,3 9i 4.

Rezoluare

Fi. -(A), -(f;), '.,(e), -(D) misurile unghiurilor patrulaterului

convex ABCD. Avem + =+ = + =$ *ficind proprietatea

;imrui de rapoarte egale rezurti .u + = 
- ( A) . 

ilu-) I :-(9) 
. ." ( 0 

) 
=

=#, in consecingl, -(A) -36o;+ =36o,deci m (i)=n';

'"fe\ ,^\ -(6):| - 36o, rezulti 
"r(e)=108" ;i 

:f =36o, d..i -(D) =744".

3. Aritagi ci un patrulater convex are cel pugin un unghi cu mlsura

mai mare sau egala cu 90o.

Rezoluare

Presupunem prin absurd ci niciun unghi al patrulaterului convex

.\BCD nu are misura mai mare sau egali. cu 90o. Prin urmar., - (A) .

7
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,.i.,(A)*-(0)*-(e)*
ie cu teorema 1, in conse-

[agonali lnrr-un triunghi
rari ca patrulaterul are un
ror suma a mlsurilor este

Ion Pdtrascu

B

-'r *- .^

ts.-

!!-:-

7. Arit4i ci intr-un patrulater convex

suma lungimilor diagonalelor este mai mare

deci.t suma lungimilor a doui laturi opuse. A
Rezoluare

Fie {O} = AC n BD (vezi figura 6).

i., A AOD avem OA + OD > AD

6. Aritagi cI nu existi. un patrularer convex ABCD cu proprieti.tile

*(0)= 2-(A), -(e ) = 2-(fr) ;i -(D)= 2-(e ).
Rezoluare

Presupunem prin absurd ci existi un patrulater convex cu proprietitile

din enunt. Di" - (0) = 2- (fr) ei -(0) = 2*(A) rezulti .i -(0) = +".,(A),

iar din -(D)= 2-(e) ei -(e )= 4-(A) rezulti .r '"(D)= s-(A).

Deoarece -(A)*-(0)+-(e)+-(0) = 360o, avem ci -(A)+z-(A)+
+4-(A) +s-(A) = 360o, decil5m(A) = 360" = ,,,(A) = 24o.Darm(0) =

= 8- (A) =8'24" = 192" > 180". Contradictia obtinuti arati ci nu existi

patrulatere in condiflile enuntului.

r.1 ;-,,(a)=eoo+

-u:--,-. urqhiurilor alitu-
r','c:,-. s::.nd ca suma mi-

er:unmlui, -(A)*
1-1r = s. Adunind acesre

sl-,,,(e).",(D)]=

leci 2 360o = 4k =
rui unghiuri aliturate

Figura 6

inegalitatea triunghiului). (1)

in ACOB inegalitatea triunghiului di OB+OC > BC. (2)

Adunind inegalititile (1) ;i (2) membru cu membru rezulti ci AC+

-BD > AD+BC.

8. in figura7 pxrulaterul ABCD este

concav. Aratagi .i - (EeD) = ", 
(ED) +

+'"(ADe)+-(ffie).
Rezoluare

Notim {E} = BC n AD. Unghiul

eED este exterior triunghiului ABE, deci

9
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E ...- -rrerior triun-

, -f: I Din (1)

ire: .=:-:i: -\B contine
r.- 3 i parrulaterului.

i I Dj = [BC] ;i aflagi

Ion Pdtralcu

nehru.l isoscel BDC

\-on: ar.ea -(A) =75o,

i "... 180o-*(A)

a.rer-iui ABCD va fi

z 
[rao' - - (A) + 180' - * (B) + 180' - *, (0) + 180" - - (D)] =

=2-lzzo"-(-(A).-(B).-(e ).-(6))] = 2 (720"-360") =720o

1.4. Probleme proPuse (ll

f . in patrulaterul convex ABCD -(A) --75",r,(B)= 105o, -(e )=
=45". Aflagi ."(0)

2. Fle ABCD un patrulater convex in care rn(A)=^(e)=55o,

-(ffiD) =32";i -(BDe)=ot'. Aflasi 
".,(B) ri 

."(D).

3. Si se construiascS. un patrulater convex ABCD stiind ci AABD
este echilateral cu AB = 5 cm ;i A CBD este dreptunghic-isoscel cu cateta

BC = 5 cm. Aflati -(em)

4. Calculagi misurile unghiurilor unui patrulater convex ABCD,

, " 3."(A) 3'"(B) 2-(0) 4*(0)
:Lllllu L4 

-

'72,5 1055

5. Aritagi cL drcl. mediatoarele a trei laturi ale unui patrulater convex

sunt concurente, atunci vArfurile patrulaterului sunt situate pe un cerc.

6. Fie ABCD un patrulater convex. Aritati ci daci in acest pauulater

Sisectoarele unghiurilor opure A si e sunt paralele, atunci unghiurile

rpuse 6 ;i 6 sunt congruente.

7. ir, patrulaterul convex ABCD avem [AD]=[DC]=[CB],
-\B llCD gi AB = 2AD. Aflati mS.surile unghiurilor patrulaterului.

11

B
Figura 8



(gt)ur'ar,tu,n

r yanodr. ulp ruelY

N 
."08r 

= (9)**
d oogv'or
l goov = Sovv
Y) =o alc'6

r -JC = (3a 'o)t
06 = (gls)* p,p

= JB g: urartt rlgS

= Jggv '(auralul

J=g=9r*sOEg
isuo3 '18/AC Ut

'p:arepq5a Ig8unr:r

m:rsuo3 (e'g

nuriqg 'lBrarBIII{la

=TV€CVZ=TIV

I=qCy=!X_C=
9 - co llgv uto

urmxsuoJ'l:

; rs x - (qg_o)* =
V) rs (Cg) m anrad

I nr urP]oN'9

nz t t _+_+-*.
s s 0I s'zt

06r

'CI 'J 'g 'v alaDrmd auriuoc arer rn1nfJaf lnrluef
atsa O areturn ut:d 'CO = VO Pl Prlnar lrielar a]sale uIC 'CO = CO

'OO = gO 'gO = VO lrunte 'g pretmd ul aluarnruol luns CIff,V xaluor

rnTnralqnned ap [OC] '[Cg] '[gV] roIIrruEI alartolerPaur Pr?CI '9

oo? = (g)-

'o08 = (g)* ',07o90r = (g)* ',ozottt= (y)* I)unrv 'rr=#=
LTtt 5 S OI S,ZT'v

(g)**(g)*.(g)**(y)* (g)* 
- (s)* 

- 
(e)* (y)*

. 
ost =.sr -.de = (QLr) * - ( qln) * = (qp) * (u,c s = Jfl = f,v

ef,ar,oep larso$ erse cgvv)'osr = ("osr-"oar)f = (Vry)* = (QLu)* =
€ o05r = o06 * 

"0, 
= (Qu) *'.ou = (ggq) * $ .sr = (Q"--n1 * =

= (q1--n)* € Ief,sosr -crq8tmtderP else Ccfl v rBC['Iaf,sosl = Ccgv e 3B =

=tur$=ClB IIInC 'Iu3 5=CV=Of,=BV€ PTaIEIII{ra= OIVV 'g

' oztt = o08* ozt= ( g) *'o08 = (.sr + 
"ss) - "08r = (QLo) *

'o8tl = "st* ot6= (g)*'ot6=(.ze+.ss)-"08l = (qoo)*'a
'oscl = "szz-.ost= [(g)**(g)**(V)*]-.om 

= (o)*'1

(;l asndotd aualqold

)G'luoJ IruerslnJ}Bd "I Eurel

rnusilrunuJvd'I

lUYAl0Lfi '9 lft-lolrdec

\i

at



'.25o =735".

+ -15o = 138o,

L2".

Cum BD = 5cm =

oscel + -(BDC)=

'= 150o =

este isoscel deoarece

- 15o = 45o.

i)-m(e).-(0) 
_

1055-- +-+-3 24
* (0)= 8oo,

)] ale patrulaterului

\=OB, OB=OC,
lrin urmare O este

6. Notlm cu F gi E intersectiile bisectoarelor unghiurilor A gi e, ,o-

pectiv cu (BC) $i (AD). D"o ,"(A):r* $i -(e) =2y, attnci AF llCE =+

=-(5o-) =*ut ,.,(o*) =y. Avem -(0; =-(D) = 180"-(x+y).

7. Construim CE ll AD, e e (en) = One = f,CE (alterne interne).

Din AE llDC = DeA = 6fE (a.lterne interne). Dar AD = DC =+ 6Ie =

= deI = [eE = Em. 
^DAC 

: AEAC (u.L.u.) = [on] =[ee] =[co].

AB = 2,LD =AE = |OU, 
AD = BC = CE : CB : EB, deci ACEB este

echilateral. Obginem -(A) = -(u) = 60o, -(e) = -(6) =t2oo.

8. a) Construim BE l- AD, Ue (eO), notim AB = a. Cum ABD este

triunghi echilateral, avem AB = BD = AD = a, arunci DE =1. Pro.rp,rrr.-

cA CV/ZO. Construim FB-.1-BE, unde Fe [Cp]. Patrulaterul convex

BEDFare 0 =6 :6(=90') 
= i =90". Din BE ll FD + EEF : ffu 1rl,..r,.

interne). ABEF = ADFE (I U )+ BF = DE =L. D^rin ABFC dreptun-

ghic avem ci BC - L - BF, absurd. ContradicEia obginuti arati iaC = F,

d..i -(BG)=r0", deci BCllAD.b) d(A, BD)=a(n, eO)=BE, iar

a(O, rC)=DC. Din ADCE:ABED (C.C.)=BE:DC.
9. Fie Oe (en), intersectia mediatoarelor laturilor (AD) Si (BC).

^AoC 
: ADoB (r.u.r.) = [e.c] = [no].

10. ABCD patmlater convex, - (t)* .n (6) = 180o (r) = - (A)*

*-(0)= 180o. Notim -(tIa)= x; din ABAC isoscel= -(BeA)= ".
Avem din ipotezi. rn ("Aa) = 2x $i A DAC isoscel= 

", (ffi) = 2x. prin

urmare, .,. (um) = - (BeD) = ,*. (z) oin (I) ei (2) rezuld .r ,, (A) = e0o,
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[nrua]srs ulc '6

)6, (y)* J?I (006 
<

1, _ u) .08I

I_UZ
=(g)*

= (l,lu] rursEr)

I+u u

,=(+=(g)-=
u '\ tu alc"8

-.osI = (g)- 'oot =

= (?)* 'ooe=(g)*
rsI.t

)= 
- 

(y)- 
L

oo6: (g)*
)r qr?C 'oo6 = (g)-

-.0gI-f +x pt;gver

g :op:nrq8un alareol

,';.undnsar.I '9

\
{Q]_g]ru 'I)aC

.: aluielar ulq

Z6I

k) t -* *= (ggy)u e {*" = (QLu)- 
'u 

crv: sv qo
(^+x)_.09I

(r) fftr, = (Ury)*."e^y'l = (crv9)-'* = (Qon)* ",rloN'E

'Jfl r sV Itrep'o05 = (g)* +xz-"08r = (g)*

erar"oeq 'o09 = I 'oSl= x Elinlos nf, 
XS = *'I 

lnur]sls auriqo a5

oS0I = l.+")

. 
tz - .o8t= ( g) ur rs,xs - .08 r = ( g) * rrunrv'x = (Qy_o) * = cc = clv

'* = (yg-fl)* = JB = sy 'd = (Vlo)ur 'x = (qllt)* ur',oN 'z

'o50I = (y)* ec arsass8 aS 'oS? = (ggy)-

rs .s/ = (g)u,o0e= (Qor)* €.08r = (gay)**(u)-*(qyg)*

*,,'' t : 5 =t -.,1cl'oo6=(g)*=(9)*'n (t:v)* (e)* (qLt)
'osr=(gryN)* ar$esea

aS '"s0r = (ry*t)* 'o06 = (g)* 'o0e = (y)* 'os0l = (t.tl,ro)* '.

[so]= [sv] = ye_s= eLB

rrrp '*_:8r =J"ou-x-o0ar = (qyg)* p, *rrp8 osvv ul

T,
' 
* _ Ior, 

= ( 
vg-r ) 

tu e (vs,r q asndo) ( ggg ) * = (vgg) * IECI' ---. =

= (qg9)* = (e99)* = " = (ggy)* = (egy)* -prop'1

(1;) asndord aualqord

o onf = [v e oOt = (gg)* ':tq8unrdarP csvv

= (gg)* e goJV = gcry'v'l'ral,Irq]e arse JVCV

Z

'gV'Z = Clg <+

ur '"or = (rS9)* =

m ruauriqg 'o0t = x



)DB= ."(mB)=

ro = AB=1BD =2

*(aDb)=

,(BoA) =ry.
1S0o-x=_1_, drc,

f\l) = 105o. Se

" 
(I.B)

-r 

CUfr
J

, (t) = 75' ei

"-(neR)=",
,,,(o) =r80"-2y.

1". Deoarece

m)="T-, (r)

180" - (" +y)

Din relatiile (1) ei (2) =- (BDa) = 1!= - 
1801{x + v) - x 

.

Deci, m(tk) =2 m(r"a)

6. Presupunem ci - (A) = 80o, - (*a) = 2x si ,-,, (teD) = 2y. Bisec-

toareleunghiurilor fl pi e seintersecreazainlgi m(ria)=85o. Din ABIC

rezultd.x+ y - 180"-85o = 95u = -(B).-(0) = 95o . 2 = 190o. Gisim

- (D) = 90o. DacI considerim e 9i 6 unghiuri alirurate, vom gisi ci

- (0) = eoo.

, +=+=+=+=Y se obtine -(A)=150o,

-(u) =60o, ."(0) = 4oo$i *(6) = 110o, *(u) = 180o-[-(e)*",(D)] =

= 30o, -(.)= rso"-[-(B)*,-,,(e)]= so..

,"(A) -(fl)
8. Fie n e N, n > 3 9i ABCD patrulatenrl convex. #= # =

_ -(e ) ='"(6) _ -(A)**(0)*'"(e)"-(6) : r!q.
n n*1 4n-2 2n-7'

Grsim ,, (A) = 1=91" ;, ,, (o) = ,*(e)=ffisi180".(n - 1)

2n-l

-(")=gSP. Dintre aceste mrsuri avem ci .,,(e)>e0oei *(6),
> eoo, iar m(A). eo' ei *(u)< eoo.

e. Din sistemur {",:lu) ;l: :f) = ^(a) =e0o,,.,(0) =60o.

[.", 
(o) - - (B) : 3oo ---\- -/

(2)
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