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CapitoLuL 1. PAT RULAT ERE

TEMA | PATRULATERUL CONVEX

1.1. Notiuni teoretice

Considerim patru puncte distincte in plan, oricare trei necoliniare.
Notim aceste puncte A, B, C, D si unim prin segmente de dreapti A cu B,
B cuC, CcuDsiD cuA. Putem obtine figuri geometrice de urmitoarele

trei tipuri.

D A & C
C
A
G
B b)
D B
a) B Figura 1 D c)

Patrulaterul din figura 1 a) se numeste patrulater convex. Observaim

ca segmentele [AB] si [CD] nu au niciun punct comun. De asemenea,

segmentele [BC] si [AD] nu au niciun punct comun.

Segmentele [AB], [BC], [CD] si [DA] sunt laturile patrulaterului,

iar punctele A, B, C, D sunt vérfurile patrulaterului.

* Definitie. Un patrulater se numeste patrulater convex, daci orice
dreaptd determinati de o laturd a sa nu separi celelalte doua varfuri.

Observam ci patrulaterul din figura 1 b) nu are proprietatea din defi-
nitia de mai sus pentru ci dreapta BC separa virfurile A si D (de asemenea,
dreapta CD separi vérfurile A i B).

Un astfel de patrulater se numeste patrulater concav.

Un patrulater convex ABCD are patru unghiuri: bTB, zKB\C, BCD

o~

si CDA. Uneori, vom nota aceste unghiuri cu o singura litera: A, B, C, D.
Un patrulater convex ABCD are doui diagonale si anume segmentele

[AC] si [BD].



Laturile AB si CD se numesc laturi opuse. De asemenea, BC si AD

sunt laturi opuse.

Laturile care au un punct comun se numesc laturi aliturate. De

exemplu, AB si AD sunt laturi alturate. D
Diagonalele unui patrulater convex sunt

drepte concurente. In figura 2 am notat cu O

intersectia diagonalelor AC i BD.
In patrulaterul convex ABCD varfurile A A

si C se numesc vérfuri opuse. La fel virfurile B ‘r

si D sunt opuse. B
Virfurile care determini o laturi a patru- Figura 2

laterului se numesc vérfuri aliturate.

1.2, Suma masurilor unghiurilor unui pateulater convex

———

Am finvitat ci suma misurilor unghiurilor unui triunghi este de

180°. Rispunsul la intrebarea ,,Cit este suma misurilor unghiurilor unui
g

patrulater convex?“ este dat de:

© Teorema 1. Suma misurilor unghiurilor unui patrulater convex

este de 360°.
Ipotezd: ABCD patrulater convex

Concluzie: m(D—’\AB) +m (KBE) +m (B/(—:I\)) + rn(C/DT’\) =360°

Demonstratie: Trasim diagonala AC (vezi figura 3).

in AABC avem: | A
m(C?\\B)+m(A/B\C)+m(B/(-:K) =180°. (1)
In AADC avem: D

m(ﬁl)%&n(@) +m((ﬂ) =180°. (2)
Adunind membru cu membru relatiile (1) si

(2) si tinind cont cA m (DAC) + m(C/A\B) =

Figura3 (O

=m(1ﬁ) si m(Ba) +m(EI\D) = m(B/él\)) se obtine concluzia.



1.3. Probleme rezolvate

1. Demonstrati ¢ daci misura unui unghi al unui patrulater convex
este egali cu media aritmetici a masurilor celorlalte unghiuri ale
patrulaterului, atunci acel unghi este drepr.

Rezolvare

Si presupunem ci unghiul A satisface conditia din enunt, deci

m(x)f(ﬁ)*mf)*m(ﬁ) & 3m(R)=m(B)+m(€)+m(D). (1

Dar m(K)+m(1§)+m(é)+m(ﬁ)=360°. (2) Inlocuind relatia (1) in

relatia (2) obtinem 4m(}/i) =360°, prin urmare m(;&) =90°.

2. Aflati misurile unghiurilor unui patrulater convex stiind ca acestea
sunt direct proportionale cu numerele 1, 2, 3 si 4,
Rezolvare

Fie m(_/’i), ( ), m( ), m( ) misurile unghiurilor patrulaterului

m( ) m(ﬁ) ( )_=(D)
sirului e rapoarte egale rezults ci m(K) - m(K)m(ﬁ)m(é)m(ﬁ) ,

] 1+2+3+4
= 3680 , in consecinti, m(;‘:) =36° _nﬂ =36° deci m (ﬁ) =283

convex ABCD. Avem

.Aplicind proprietatea

2
E(_C)=36°, rezultd m(a)=108° si m(D) =36°, deci m(f))=144°.
3 4

3. Aritati ci un patrulater convex are cel putin un unghi cu masura
mai mare sau egala cu 90°.

Rezolvare

Presupunem prin absurd ci niciun unghi al patrulaterului convex

—~

ABCD nu are misura mai mare sau egald cu 90°. Prin urmare, m (A) <

~J



<90°, m(ﬁ) <90°, m(é) <90°, m(ﬁ) < 90°.Atuncim(ﬁ)+m(l§)+m(6)+

+rn(D) <4-90° =360°. Am obginut o contradictie cu teorema 1, in conse-

cinti presupunerea ficuti este falsi.

4. Un patrulater convex este impirtit de o diagonali intr-un triunghi
echilateral si un triunghi dreptunghic-isoscel. Aritati ci patrulaterul are un
unghi cu masura 150° sau are doud unghiuri a ciror sumi a misurilor este
150°. lon Pitrascu

Rezolvare

Sunt doud posibilititi. De exemplu, daci diagonala A
BD imparte patrulaterul convex ABCD in triunghiul echi-
lateral ABD si triunghiul dreptunghic-isoscel CBD (vezi

figura 4), atunci m ([TB\C) =m (Z\ﬁ)) +m (ITI-B\C) =
=60°+90°=150°.
A Daci diagonala BD separi C  Figuad
triunghiul ABD dreptunghic- e

isoscel si triunghiul echilateral

B D = ~
CBD (figura 5), atunci m (A) +m (C) =90°+
+60° =150°.

C [Fighd's 5. Aflati suma mdsurilor unghiurilor alitu-
A e—io rate intr-un patrulater convex, stiind ¢i suma mi-

surilor oriciror doud unghiuri aliturate este aceeasi.
Rezolvare

In patrulaterul convex ABCD avem, conform enuntului, m ( A) +

+m(}§) = m(ﬁ)+m(6) = m(é)+m(ﬁ) = m(ﬁ)+m(g) =k. Adunind aceste
relatii membru cu membru, gisim ci 2|im(;‘:) +m(]§) + m(é) +m(ﬁ)} &
=4k. Dar m(;&)+m(]§)+m(é) +m(ﬁ) =360°, deci 2-360° =4k =

= k =180°. Obtinem ci suma masurilor oriciror doui unghiuri aliturate
este k =180°.

oo



6. Aratati cd nu existd un patrulater convex ABCD cu proprieté;ile

(B)=2m(&), m(C)=2m(B) 5i m(D)=2m(C).
Rezolvare

Presupunem prin absurd ci existd un patrulater convex cu proprietatile

din enung. Din m(C)=2m(B) si m(B)=2m(A) rezults ct m(C)=4m(A),
iar din m(D)=2m(C) i m(C)=4m(A) rezulti ci m(D)=8m(A).
Deoarece m(A)+m(B)+m(C)+m(D)=360°, avem ci m(A)+2m(A)+
+4m(A)+8m(A)=360% deci15m(A) =360° = m(&) = 24° Darm(D)=
=8m A)=8-24°=192° > 180°. Contradictia obinuti arati ci nu existi

patrulatere in conditiile enuntului.

7. Aratati ci intr-un patrulater convex 2,

suma lungimilor diagonalelor este mai mare ‘

decit suma lungimilor a doua laturi opuse. A !
Rezolvare C
Fie {O} = ACNBD (vezi figura 6). g

In AAOD avem OA+OD>AD B Figura 6

(inegalitatea triunghiului). (1)
In ACOB inegalitatea triunghiului di OB+OC>BC. (2)
Adunind inegalitatile (1) si (2) membru cu membru rezultd ci AC+
+BD > AD+BC.

A 8. In figura 7 patrulaterul ABCD este
concav. Arita;i ca m( gCT)) = m(B/A\D) +
£ +m (KI)\C) +m (Aﬁ) :
S
Rezolvare
; _ Notim {E} =BCn AD. Unghiul
3 Figura 7

CED este extetior triunghiului ABE, deci



m(@)) = m(m)+m(z®) (1) Unghiul BCD este exterior triun-
ghiului CED, prin urmare m(B/CI\)) = m(C/ﬁ))+m(Aﬁ) (2) Din (1)
si (2) rezuled cd m(B/CT)) :m(li‘x\D)+rn(jT]-3\C)+m(A/D\C).

9. In patrulaterul convex ABCD, mediatoarea laturii AB contine
varful D, iar mediatoarea laturii CD contine virful B al patrulaterului.

Stiind ci m(ADB)=30° si m(CBD)=40°, aritati ci [AD]=[BC] si aflagi

misurile unghiurilor patrulaterului.
lon Pitrascu

Rezolvare D c
Deoarece mediatoarea laturii (AB) contine 8 _
punctul D, atunci [DA]=[DB]. (1) (vezi figura 8)
Deoarece mediatoarea laturii DC contine pe B
avem [BD] = I:BC]. (2) Din (1) si (2) rezultd ca A y B :
Figura 8

[AD] = [BC]. In triunghiul isoscel DAB avem
m(A/I_)TS) =30°= m(ﬁA\B) =m (5137\) =75°. In triunghiul isoscel BDC
avem m(ISB\C) =40° = rn(B/ISE) = m(B/(_T)) =70°. Vom avea m(K) =75°,

m(B)=115°, m(C)=70° 5i m(D)=100°

10. In figura 9 unghiurile XAD=YAB R
sunt unghiuri exterioare unghiului A al patru- Y g
laterului convex ABCD. Aflati suma masurilor A
tuturor unghiurilor exterioare unghiurilor X
patrulaterului convex ABCD. D Fuunes

Rezolvare
Misura unghiului exterior XAD al unghiului A este 180°—m (;‘:)

Suma misurilor tuturor unghiurilor exterioare patrulaterului ABCD va fi

10



2-[180°—m(?\)+180°—m(1§)+180° m(C)+180°- (ﬁ)}:

:2-[720°—(m(11)+m(1§)+m(6)+ J (720°=360°) = 720°.

1.4. Probleme propuse (I)

1. In patrulaterul convex ABCD m(;‘:) =W/5C, m(ﬁ) =105°, m(é) =

=45°. Aflati m(ﬁ)

2. Fie ABCD un patrulater convex in care m(;‘;)zm(é)=55°,
m(A/BI\))=32° si m(ﬁ)=45°. Aflati m(ﬁ) si m(ﬁ)

3. Sa se construiascd un patrulater convex ABCD stiind ca AABD
este echilateral cu AB=35cm si ACBD este dreptunghic-isoscel cu cateta

BC =5 cm. Aflagi m(@\D)

4. Calculati masurile unghiurilor unui patrulater convex ABCD,

3m(A) 3m(]§) Zm(é) 4m(f))
stiind cd = = = :

12,5 0 5 5

5. Aritati ci dacd mediatoarele a trei laturi ale unui patrulater convex
sunt concurente, atunci varfurile patrulaterului sunt situate pe un cerc.

6. Fie ABCD un patrulater convex. Aritati ca daci in acest patrulater
bisectoarele unghiurilor opuse A si C sunt paralele, atunci unghiurile

opuse B si D sunt congruente.

7. In patrulaterul convex ABCD avem [AD]=[DC]=[CB],
AB||CD si AB=2AD. Aflati masurile unghiurilor patrulaterului.

11



CapitoLuL 5. REZOLVARI
I. PATRULATERUL

Tema 1. Patrulaterul convex
Probleme propuse (l)

1. m(ﬁ)=360°—[m(K)+m(1§)+m(6)]=360°—225°=135°.

2. m(ADB)=180°~(55°+32°) =93°, m (D) = 93° +45° = 138",
m(DBC) =180°—(55°+45°) =80°, m(B) = 32°+80° = 112"

3. AABD = echilateral = AB=BD=AD=5 cm. Cum BD=5cm =
=BC = ABCD =isoscel. Dar ABCD este dreptunghic- isoscel = m(BDC) =
=m(BCD)=45°i m(C/BT)) =90°, m(A/lTC) = 60°+90° =150° =
= m(BAC)= (BCA) 1 (180°~150°) = 15°, (A ABC este isoscel deoarece

AB=BC=5cm) m(CAD) ~ m(BAD)-m(BAC) = 60°~15° = 45°.
 m(A)_m(E) () (D) m(A)+m(8)+m(C)+m(D)_

12,5 10 5 5 12,510, 5,5

3 3 2 4 3 737274
= 1316(;5 =32. Awnci m(A)=133°20', m(B) =106°40", m (C) =80,
m(ﬁ)=40°.

5. Daci mediatoarele laturilor [AB], [BC], [CD] ale patrulaterului
convex ABCD sunt concurente in punctul O, atunci OA =0B, OB= OC,
OC=0D. Din aceste relatii rezulti ci OA =0D, prin urmare O este
centrul cercului care contine punctele A, B, C, D.

190



6. Notim cu F si E intersectiile bisectoarelor unghiurilor A si C, res-

pectiv cu (BC) si (AD). Daci m(;‘;) =2x si m(a) =2y, atunci AF||CE=
= m(ﬁ) =xsi m(A/FE) =y. Avem m(ﬁ) = m(f)) =180°—(x+y).
7. Construim CE || AD, Ee ( AB) — DAC=ACE (alterne interne).

Din AE || DC = DCA =CAE (alterne interne). Dar AD =DC = DAC =
=DCA = ACE=EAC. ADAC=AEAC (UL.U.)= [DA]=[AE]=[CE].

AB=2AD = AE :%AB, AD=BC = CE=CB=EB, deci ACEB este

o~

echilateral. Obtinem m(;’:) = m(ﬁ) =60°, m (6) =m (D) =120°.
8. a) Construim BE 1L AD, Ee (AD), notim AB =a.Cum ABD este
triunghi echilateral, avem AB=BD = AD =a, atunci DE = %. Presupunem

ci CB/BE. Construim FB L BE, unde Fe [CD]. Patrulaterul convex
BEDFare B=FE =D(=90°) = F = 90°. Din BE || FD = BEF = DFE (alterne
interne). ABEF=ADFE (LU.)=BF=DE= % Dar in ABFC dreptun-

ghic avem ci BC = % = BF, absurd. Contradictia obtinuti arati ¢i C = F,

deci m(B/(-:T))=90°, deci BC||AD. b) d(A, BD)=d(B, AD)=BE, iar

d(D, BC)=DC. Din ADCE =ABED (C.C.)=BE=DC.
9. Fie Oe (AB), intersectia mediatoarelor laturilor (AD) si (BC).
AAOC=ADOB (LUL)=[AC]|=[BD].

~ -

10. ABCD patrulater convex, m(B)+ m (ﬁ) =180° (1) = m(A)+
+m(6) =180°. Notim m(l?A\C) =x; din ABAC isoscel= m(ﬁa‘\) =x.
Avem din ipotezd m (ISA\C) =2x si ADAC isoscel= m (]\ET)) =2x. Prin

urmare, m(E’A\D) = m(B/C_:T)) =3x. (2) Din (1) si (2) rezulti ca m(x) =90°,

191



x =30°. Obtinem ci ADAC este echilatera. AADB=ACDB = m(A/D\B) =

= m((TD\B) =30° In AABD dreptunghic, m(A/D\B) =30°= AB =%BD =
< BD=2-AB.

Probleme propuse (l1)

—

1. Notam m(@)zm(ﬁ)) =x= m(C/C_)\D)zm(CDO):

= 180;_X. Darm(B/OT‘\) =m(é’(f)) (opuse la varf) = m(B/éz\Ax) = 180°—x.
180°—x 180°-x ;
5 , deci

In AABO gisim ci m(BAO)=180°-x-
BAO=BOA =[AB]=[OB].
2. m(AMN)=105°, m(A)=60°, m(B)=90°, m(BNM)=105". Se
giseste m(m) = 45°.
3. m(é) = m(ﬁ) =90°. Din‘ m(BAC) = m(B) = m(ACB) , cum
4 5 3
m(B/AT:)+m(1§)+m(1TC\B) =180°= m(BT‘E) =60°, m(ﬁ) =75° si

m(ACB)=45°. Se giseste ci m(A)=105°.
4. Notim m(lﬁ\C)=x, m(lﬂ) =y. AB=BC= m(B/CTX) =X,
AD=DC= m(ﬁ:) =y. Atunci m(ﬁ) =180°—2x,si m(f)) =180°-2y.

x+y=105°

4x =3y cu solutia x = 45°, y =60°. Deoarece

Se obtine sistemul {

m(fs) —180°-2x = m(ﬁ) =90°, deci AB L BC.

5. Notam m(B/A\C) =, m(CAD) =y.Avemm(A/If)= 180°—y. (1)

Din AB=AD si m(ﬁ)):X+y:>m(ﬁ):18O°_(x+y)

- (2)

192



= °_y 180°—(x+
Din relatiile (1) §i (2) = m(BDC) = 1802 y_ 2(x Y) =%_

Dedi, m(BAC) = 2-rn(B/bE).

6. Presupunem ci m(A) =80° m (zIB\C) =2x si m(ﬁa)) = 2y. Bisec-

toarele unghiurilor B si C se intersecteazd in I si m(lﬁ) =85°. Din ABIC

rezulti x+y =180°~85°=95° = m(B)+m(C) = 95° 2 =190°. Gasim

o~

m (D) =90°. Daci considerim C si D unghiuri aliturate, vom gisi ci
m (ﬁ) =90°.

m(;‘:) () () ()360

s T

m(B)=60°, m(C)=40°si m( )=110° m( ) 180°—|:m(6)+m(]5):|=
=30°, m(F)=180° —[ (B)+m(C )J_

8. Fie ne N, n 23 5i ABCD patrulaterul convex.

. Se obtine m(R) =150°,

m(_;\)zm(_ﬁ):

_ m(a) _ m(ﬁ) _ m(;‘:)+m(ﬁ)+m(a)+m(ﬁ) _ 180°
n n+1 4n-2 2n 1
Gisim m(;‘:) :ﬁ();—;l(—ill;zl, m(ﬁ): 180;1( - (C) 181(1)_;1 si
m (13) = 180;1(11: 1). Dintre aceste misuri avem ci m(C) >90°si rn(D) >

>90°, iar m(?\) <90° si m(ﬁ) <90°,

10-m(A)=15-m(B) A

9. Din sistemul m(R)—m(ﬁ)=30° :>m(A)=90°,m(l§)=60°.
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