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2.7.3 Implementarea cu tablouri

Nodurile arborelui binar sunt memorate intr-un tablou de structuri. Valorile eampu-
rilor de legatura nu mai sunt adrese de variabil,e €l indici in tablou. O reprezentare
statica a arborelui din figura 2.10 este data in Hgura 2,12, Valoarea —1 joaca rolul
pointerului NULL. Descrierile operatiilor sunt asemanatoare cu cele de la imple-
mentarea dinamica. Prezentam, ca exemplu, parcurgerea inordine:

procedure inordine(t, i, viziteaza(})
if (i # -1)
then inordine(t, t.tab[i] . stg, viziteaza())
viziteaza(t, i)
inordine(t, t.tab[i].drp, viziteaza())
end

Crad >—9]
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Figura 2.12: Reprezentarea eu tablouri a arborelui binar

2.7.4 Exercitii

Exercitiul 2.7.1. Sa se scrie proceduri care implementeaza operatiile pentru ar-
borii binari reprezentati eu tablouri.

Exercitiul 2.7.2. Asociem varfurilor unui arbore binar adrese simbolice, ce sunt
secvente de 0 si 1 construite astfel: radacina are adresa simbolica 1; daca varful »
are adresa simbolica g, atunei fiul aflat la stanga Iui ¢ are adresa simbolica g0, iar
fiul aflat la dreapta are adresa pl.

a) Sa se scrie un program care, pentru un arbore dat, enumera adresele simbolice
ale tuturor varfurilor in preordine,

b) 5Sa se serie un program care, avand la intrare adresele simbolice ale tuturor
viirfurilor, construieste o lista inlantuita care reprezinta arborele.

Exercitiul 2.7.3. 5a se scrie un program care, avand la intrare listele liniare ale
nodurilor unui arbore binar in preordine, respectiv in inordine, construieste lista
inlanguita care reprezinta arborele. Mai este posibil acelasi lueru daca se considera
la intrare oricare alta pereche de liste (preordine si postordine sau inordine si pos-
Lordine)”
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Exercitiul 2.7.4. Fie { un arbore binar eu » noduri, vy, ..., v, lista nodurilor in
preordine si vy, ..., ttp,, lista nodurilor in inordine. Sa se arate ea permutarea
Ply-o s Py 8¢ poate obtine cu o magina de la exercitiul 2.4.1 si reciproe, orice per-
mutare obiinuta cu o masgina de la exercijiul 2.4.1 corespunde unui arbore binar.
Exercitiul 2.7.5. Presupunem ca Elt este total ordonat, Peste arborii binari se
defineste relatia < astfel: #; < ¢2 daca si numai daca:
ty = || sau
ty = [aq|(t], 1)), 12 = [aa)(th, t5) si
iy < a4 5all
ay = ag s5i 1] <, sau
a) = ag §i 1} =4 5 t] <13,
a) Sa se arate ca, pentru orice doi arbori binari ¢ si fa, are loc 8 < 1o, 1) = 19
sau fqa < 1.
b) Sa se scrie un program care, avand la intrare doi arbori £ si {2, decide daca
f1 =19 sau iy =¥ sau &) = 1q.

Exercitiul 2.7.6. (Arbors binari insailafs la dreapta.) Presupunem eid structura
unui nod euprinde un eamp suplimentar tdrp cu urmatoarea semnificatie:

o v=>ldrp = false semnifica faptul ca » nu are fiu dreapta, iar v=>drp va contine
adresa succesorului lul v din lista inordine. Un astfel de pointer se numeste
insdaare;

o v=>ldrp = true semnifica faptul ca v are fu dreapta.

In plus, se presupune cia primul nod este succesorul-inordine al ultimului nod din
lista inordine. Un astfel de arbore se numeste fnsaelat la dreapla,

a) Sa se scrie un subprogram sueInord(p, t) care determina sucecesorul-inor-
dine al unui nod arbitrar p in arborele {. Procedura va utiliza O(1) spatin
suplimentar, Care este timpul de executie a algoritmului descris de subpro-
gram pentru cazul cel mai nefavorahil?

b} Este posibil s4 se serie o proceduri sueInord pentru arborii binari neinsailati
la dreapta? Daca da, sa se arate cum, iar daca nu sa se spuna de ce,

¢) Sa se deserie o procedura de parcurgere a arborilor binari insailati la dreapta,
utilizand procedura sucInord. Sa se arate ca algoritmul de parcurgere descris
necesita Cn) timp (n este numarul de noduri din arbore).

Exercitiul 2.7.7. Se considera urmatoarea modificare a structurii de arbore binar:
gona de legaturi a fiecarui nod contine doua campuri suplimentare: tstg si
tdrp cu semnificatiile:

- w=»tstg =true, daca v are subarbore stanga,

— w=>tstg =false, dacd v nu are subarbore stinga gi in acest caz v=->sig
este adresa predecesorului lui ¢ in inordine,

- w=>ldrp =lrue, daci v are subarbore dreapta,
w=>tdrp = false, daca v nu are subarbore dreapta si in acest caz v->drp
este adresa suceesorulul lui v in inordine,

Un asemenea arbore se numeste snsdilal.

(i) Sa se serie o procedura de parcurgere in inordine a arborilor insailati.
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(ii) Sa se serie o procedura care transforma un arbore binar obisnuit intr-un arbore
insailat,
Exercitiul 2.7.8. Sa se serie o procedura care sa numere nodurile de pe frontiera
unui arbore binar.

Exercitiul 2.7.9. Se considera arbori binari eare au ca informatie in noduri numere
intregi. Lungemea externa ponderata a arborelui ¢ este

Z{Tr-}iﬂf # lung(v) | v este nod pe frontiera lui ¢},

unde fung(v) este lungimea drumului de la radicing la nodul ». Si se serie un
subprogram care determina lungimea externa a unui astfel de arbore,

Exercitiul 2.7.10. ( Reprezentarea expresiilor aritmetice) Congideram expresii for-
mate numai din numere intregi si operatorii binari +, — , /,+, %. Unei expresii
i se poate asocia un arbore binar a(e) astfel:

e daca e este un numar intreg atunci a(e) este format dintr-un singur nod |e:

ale) = @

o daca ¢ = e opes atunel ale) este arborele [op|(ale;), alea)):

Radacina Iui a{e) are eticheta ,op”, subarborele din stanga radacinii este a(e) )
iar subarborele din dreapta radacinii este a{eg).
Sa se serie un subprogram care are la intrare o lista liniara ce reprezinta o expresie
si ofera la iesire arborele binar asociat expresiei. Arborele asociat este unie? Si se
Justifice cum rezolva programul problema unicitatii.
Exercitiul 2.7.11. Sa se arate ca notatia postfixata se obtine prin parcurgerea
postordine.

Exoercitiul 2.7.12. Sa se arate ca notatia prefixata se obtine prin parcurgerea pre-
ordine.

Exercitiul 2.7.13. Fie T un arbore binar reprezentat prin strueturi dinamice in-
lantuite. Sa se scrie un subprogram care sa numere frunzele lui 1" care au frate,

Exercitiul 2.7.14. Fie T' un arbore binar reprezentat prin strueturi dinamice in-
lantuite, Sia se serie un subprogram eare si numere nodurile de pe frontiera i T
care aun nivelul egal cu inaltimea arborelui.
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2.8 Coada cu prioritati

2.8.1 Tipul de date abstract coad3 cu prioritati
2.8.1.1 Obicctele

O eoada eu prioritafi este o structura de date in care elementele sunt numite atorms,
iar fiecare atom contine un camp-cheie care ia valori dintr-o multime total ordonata.
Valoarea acestui camp-cheie se numeste prioritate. Operatiile de citire/eliminare se
refera intotdeauna la atormul en prioritatea cea mai mare. Interpretarea notiunii de
prioritate poate diferi de la caz la caz. Exista situatii cand atomii cei mai prioritari
sunt cei eu cheile valorilor mai mici si exista situatii cand atomii eei mai prioritari
sunl eel en cheile valorilor mai mari. Noi cansideriam aici ultimul eaz.

2.8.1.2 Operatii

CoadaVida.
Intrare: - nimie;
legire: coada cu prioritati vida.
Elimina.
Intrare:  — o coada eu prioritati ¢;
legire: - €} din care s-a eliminat atomul cu cheia cea mai mare (daca exista).
Insereazad.
Intrare:  — o coada cu prioritati ¢ si un atom a;
fegire: ~ €} la care s-a adaugat a.
Citeste.
Intrare: - o coada eu prioritati €);
legire: - atomul eu cheia cea mai mare din coada ).

2.8.2 Implementarea cu max-heap-uri
2.8.2.1 Descrierea max-heap-urilor

Definitia 2.1. Un mar-heap este un arbore binar complel cu proprietafile:
1. informagele din noduri sunt valors dintr-o wmulfone total ordonata numite chei;
2. pentru orice nod inlern v, cheia memorala in v este mai mare saw egald cu
cheia oricdruia dintre fii.
In continuare vom arata cum max-heap-urile sunt reprezentate prin tablouri
I-dimensionale.
Definitia 2.2, Pentra un n € N*, arborele binar complet atagal lui n este definit
prin

F"!n = {{“ ----- = II'1 .-"1.:'
wnde A este mulfimnea de aree {[{ij_—l] Jrli=1,...,n—=1}
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Figura 2.13: Arbore binar complet

Exemplu. Pentru n = 5, arborele Hy este reprezentat in figura 2.13a. Multimea
arcelor este A = {(0,1),(0,2),(1,3),(1,4)}.

Lema 2.1. Au loc urmaloarele proprietafs ale arborelus H,, :
I. Virful i are succesorsi 2i+ 1 5 2i + 2.

2 Virful i are ca varf~lati pe |5 L , dacd i > 1.

3. Arborele are [logg n| + 1 nivele.

4. Pe nivelul k se gasese virfuride 25 — 1,25, .. min{2¥"1 =2, n - 1}.]
Definitia 2.3. Fiea = (ag,...,an-1). Prin H,(a) notam arborele obfinut din H,

prin etichetarea virfursor @ cu elementele a; in mod corespunzitor,

Exemplu. Daca a = (10,17,5,23,7), atunci arborele Hz(a) este reprezentat in

figura 2.13b.
Definitia 2.4, a) Tablow! (ali] | ¢ = 0,....n — 1) are proprictatea MAX-HEAP,
dacd (VE)(1 < k < n = a [‘I‘—E—l] > alk]). Notim aceasta proprictate prin
MAX-HEAP(a).
b} Tablowl a are proprietatea MAX-HEAP #ncepand cu pozifra ¢ daca (WE)(£ <
'i"—:rl <h<n=a [‘l‘;z"—l] = alk]). Notam aceasta proprietate cu MAX-HEAP(a, £).
Vom da cateva proprietati ale predicatelor MAX-HEAP(a) si MAX-HEAP(a, {).
Lema 2.2, [. Tabloul (ali] |1 =0,..., n—1) are propriclatea MAX-HEAP (adica
MAX-HEAP(a) =true) dacd gi numai daca pentra orvice virf ali] din H,(a), ali]
este mai mare decdt sau egal cu orice succesor alj| al sduw in H,(a).
2. Pentru orice tablou (ali] |1 =0,..., n— 1) are foc MAX-HEAP(a, [’i—] ).

2. Daca MAX-HEAP(a, ), atunci pentru orice 7 > € are foc MAX-HEAP(a, 7).

4. Daca MAX-HEAP(a) atunei al0] este elementul mazim din tablow.

5. Daca MAX-HEAP(a) atuneci H,(a) este un mar-heap.

In figura 2.14 este prezentat un exemplhu de max-heap insotit de tabloul cu reprezentarea
5a.

Teorema 2.1. Fica = (aq,....an 1), Atunci H,(a) este max-heap daca si numai
daci MAX-HEAP(a).

Ladel niveluelle sunt numerotate Incepand cu 0; ridicing este pe nivelul O,
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Figura 2.14: Exemplu de max-heap

2.8.2.2 Implementarea operatiilor

CoadaVidid. Lste reprezentata de tabloul vid.

Elimind. Atomul cu cea mai mare cheie se afla in radacina max-heap-ului {prima
pozitie in tablou). Stergerea acestuia lasa un loe liber in radacina in eare copiem
atomul de pe ultima pozitie din tablou. Dimensiunea max-heap-ului este decremen-
tata cu 1. Refacerea proprietatii MAX-HEAP se realizeaza prin parcurgerea unui
drum de la radacina spre frontiera conform urmatorului algoritm:

1. Presupunem ca varful curent este j. Initial avem j = 0,

2. Daca 2+ 7+ 1 < n— 1, atunei determina varful eu valoarea maxima dintre fiii
lui §; fie acesta k. Altfel, refacerea proprietatii este terminata.

3. Daca alj| = a[k|. atunci refacerea proprietatii este terminata,

4. Daci alj| < alk|, atuneci
{a) Interschimba alj| cu alk].
{b) Repeta pasul 2 cu virful curent j « k.

Deserierea completa a algoritmului de eliminare este:

procedure elimina(a, n)
a[0] — aln-1]
o+« n-1
je=0
esteHeap +— false
while ((2%#j+1 < n-1) and not esteHeap)
ko= 2%j+1
if ({k < n-1) and (alk)] < a[k+1])) then k +— k+1
if (aljl < alkl)
then swap(a[j]l, alk])
else esteHeap +— true
j=—k
esteHeap +— true
end



