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Capitolul 2

INEGALITATEA
CAUCHY - BUNIAKOVSKY - SCHWARZ

2.1. PRELIMINARII
Pentru orice numere reale a,,a,,...,qa,,b ,b,,...,b, avem urmatoarea
inegalitate:
(a1 b, +a,b, +...+ab, )2 < (af +a; +...+aj)(bl2 +b; +...+b,f). (1)

Sau prescurtat, folosind simbolul Z (suma), se scrie sub forma:

2
[iaibi j Siaf -Zn:bf .
i=l1 i=l1 i=l1

Se cunosc mai multe demonstratii pentru aceasta interesantd inegalitate,
inclusiv prin metoda inductiei matematice. Aici vom da o demonstratie ce se
bazeaza pe semnul trinomului de gradul al doilea.

Din inegalitatea evidenta zn:(a,. x—b, )2 >0, Vx eR, dezvoltand, obtinem
inegalitatea: a
xz(al2 +a; +...+aj)—2x(a1b1 +a,b, +..+ab, )+(b12 +b; +...+bf)20, vxeR
Acest fapt are loc daca
A’:(a1 b, +a,b, +...+ab, )2 —(al2 +a; +...+aj)(bf +b; +...+bj)£ 0
De unde rezulta:
(albl +a,b, +..+ab, )2 S(af +a; +...+aj)(bl2 +b; +...+b,f)
Va, b, eR si neN’

Egalitatea are loc cand a,x—b, =0, Vx eR, Vi= I,_n
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.. a a ) . . . .
adicd—=—-%=..=—" (adica atunci cAnd a, si b, sunt proportionali).
1 2 n

Observatie. Inegalitatea rezultd imediat din cunoscuta identitate:

2 n n n 2
> (ab,—ap,) =Zaf-2bf—[2aibij ,1<i<j<n (Identitatea lui
i=1 i=1 i=1

I<i<j<n
Lagrange) abstractie fiacand de expresia din membrul stang care este
intotdeauna pozitiva.

Pentru n = 3. identitatea lui Lagrange se scrie sub forma:

(al b, —a,b, )2 +(a1 b, —a;b, )2 +(a2b3 —a,b, )2 =

=(a? +a2 +a2) (b + 03 +b2)~(a,b, +ab, +a,b, ), de unde rezultd
inegalitatea C—B-S:

(a1 b, +a,b, +a,b, )2 S(al2 +a; Jra32)(b]2 +b; +b32).

Comentariu
1) Inegalitatea C—B—S se utilizeaza 1n exercitii pentru a demonstra noi si
noi inegalitati.
2) O inegalitate ce rezulta direct din inegalitatea C—B—S este urmatoarea:
2
2 2 2
“—1+a—2+...+“iz(a‘ Hay ot ,Va R sib eR’ )
b b b b +b, +..+b,

n

care are o arie largd de aplicare in rezolvarea exercitiilor cu inegalitati. Fie
utilizind C-B-S sub forma (1) sau (2)avem un numar de inegalitdti imediate
(cazuri particulare).

2.2. APLICATII IMEDIATE

Exemple:
1) Pentru b, =b, =...=b, =1, obtinem:

2 2 2 : —
(a1 +a,+..+a, Sn(al +a, +...+an), 1ar pentrun =3

2
2<3 2 2 2
a +a,+a,) <3(a +a; +a.),

2) Pentru b, =1, i=Ln obtinem:

2 2, A2 2\( .2, 2 2
(al +2a2+...+nan) S(l +2°+..+n )(al +a; +...+an) sau
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_n(n+1)(2n+1)

2
n
Ziai _—-(al2 +a; +...+af)
= 6

_ < 2 2, 2, 2
Pentru n = 3 rezulta (al +2a, +3a3) Sl4(a1 +a; +a; )

1 .
3) Pentru b, =— obtinem:
1

2
[zlai j SZ%((I? +a +..+a )

i=1 L i=1 1

21 1 1 1 1 1 1
Dar ) =1+ =+—=+..+ =<1+ + +..+
2 27 3 n’ 2°-2 3*-3 n—n

)
1 1
+[ ——j=2—l<2
n-1 n n

i=1 1
. a a a <
Deci: —1+—2+...+—"<2(af+a22+...+af). Daci a +a; +..+a =1

=1+(1—lj+(l—lj+
2 2 3
n

(puncte situate pe o hiperbold cu n dimensiuni si razd egald cu unitatea avem:

I T LY
1 2 3 n
4) Pentru @, = o, si b, =1 obtinem:

4
nS(ocf+oc;+...+oci)2(ocl +oc2+...+ocn) , VneN, a,eR
Demonstratie

Aplicand C-B-S pentru @, =a. si b, =1 obtinem:

2 A . .
(af +a +...+ocﬁ) < n(()ti1 +a +...+Oti). Tindnd seama de inegalitatea 1)

. 1 4
obtinem: n(ocl4 +ou .t aj)z—z(al +a, +...+0L”) sau
n

4
n3(oﬁ1 +a; +...+aj)2(oc] +a, +...+OL”) . Pentru n =3 rezulti

4
4 4 4
27(0L1 +a, +a3)2(a1 +oc2+oa3) .

5)Daca f:R — R este o functie convexa, atunci avem inegalitatea:

f2<xl)+f2(x2)+...+f2(xn)2nf

2 X X, ot X,

n
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Demonstratie
Aplicim C-B-S pentru a, =f(xl. ), x, eR, b =1

[f(xl)+f(x2)+...+f(xn)]2Sn[fz(xl)+f2(x2)+...+f2<xn)]

Functia fiind convexa f(x, )+f(x2)+...+f(xn ) > nf
n

Inlocuind, obtinem inegalitatea din enunt.
6) ab+bc+ac<a’ +b*+c*, Va,b,ceR
Demonstratie. Fie: a, =a, a,=b, a,=c s1 by =b, b, =c, b, =a.
Inlocuind C—B-S (1 = 3) obtinem:
2
(ab+bc+ ac)2 < (a2 +b* + cz) echivalent cu |ab+bc+ac|<a’ +b +¢’

Rezultd: a® +b* +c* > |ab+bc+ca| >ab+bc+ca

1 1 1_ 1 1 1

7)++\/_\/7\/7

1 1 1
Demonstratie. Rezulta din 6) inlocuind a cu —=, b cu —= siccu —=
Ja b Je

8) Sise arate cd Vne N si a, >0 avem:

a, a, a

n

I 1 1 )
(al +a2+...+an) —t—+..+t—|2n".
Demonstratie

. . y 1. .
Daca in inegalitatea (1) notam: b, = T sl a, =+/a, obtinem:
al

. (1 1 1),
echivalent cu (al +a,+..+ an)k—+—+ et —|2n
a, a, a
Pentru n = 3 obtinem inegalitatea cunoscuta

(al +a, +a3)(L+L+LJ29

a a4, a
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9) Daca a, €(0,+%) si a,a,..a, =1, atunci avem:
2 2 2

O L U . , VneN’
1.2 2.5 n(3n-1) n+l1
Solutie

In inegalitatea sub forma (2) inlocuim:
b = i(3i - 1), Vi=1i,n $iobtinem:

2
i+a_22+ . a (a1+a2+...+an)
1.2 25 7 n(3n-1) 1-2+2-5+..+n(3n-1)

Dar se aratd cu usurintd c¢d S=1-2+2-5+..+n(3n—-1)=n’(n+1) si

a +a, +..+a,2n(M,>M;). Inlocuind obtinem:

2 2 2 2
U P S = !
1.2 25 n(3n-1) n*(n+1) n+l

10) Daca x; e(O,+oo), i =1,n atunci avem inegalitatea:

2 2 2
[1+X—IJ +(1+x—zj +...+[l+x—"] >4n
Xy X3 X

Solutie
Aplicand inegalitatea (1) de la exemple pentru a;, =1 42 si b, =1 vom
xi+l
avea:
2 2 2 2
a1+ ] 41422 441+ I+ 1+ 2 12| =
X X3 X X X X
2 ( 2
= n+ 24 =n"+2n 2+ >
L y o le L .y

>n’ +2n° +n° =4n’. De unde va rezulta inegalitatea din enunt

11) Dacd a, >0 siaq,a,..a,,,, =1. Sd se arate ca avem:
(2n+1)’

(n+1)a} +(n+2)a; +...+(3n+1)a;,,, > 5
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Solutie. In inegalitatea C~B—S de forma (2) inlocuim:

1 1
b =——, b =——, ...,b, , =—— si obtinem:
"on+l 7 on+2 el =3 SO
2
al . a g a S (al +a, +...+a2n+1)
1 1 1 | 1 1
+ +..+
n+l n+2 n+(2n+1) n+l n+2 n+(2n+1)
Dar se arata ca 1 I !

+ +...+ <2 si din
n+l n+2 3n+1

« 2 2
M, >M, rezultd (al +a, +...+a2”+1) 2(2n+1) VYa a,..a,,,

2n+1)’
deunde (n+1)a} +(n+2)a, +...+(2n+1)a;,,, Zw, VneN

12) Fie x,,x,,..,x, n numere reale strict pozitive, astfel incat

X, *X,..x, >1.Sdsearate cd x; +X; +...+x <X +x3 +..+x

Solutie

. : y XX X
Din inegalitatea mediilor avem: x, +x, +...+x, 2n §i ——————+2>
n
X FxX, X, ., 2
22X tx+ X, 22X X, X,
n

Utilizand inegalitatea C—B—S avem:

2 2 2\ 2 2 2 2 4 4 4
(x1 < X5 + XX, +...+xnxn) S(xl + X, +...+xn)(x1 + X, +...+xn)S

2
< (x14 +2x5 0t X! ) de unde rezultd inegalitatea cerutd

13) Dacd aq, e(O,+oo), i=ln st a +a,+..+a, =1, atunci:
2 2 2
a a a
1 + 2

1 o <
+...+4 —*—2>— (Olimpiada Rusa)
a, +a, a,-+a, a,+a 2

Solutie. Rezulta aplicand direct inegalitatea C—B—S sub forma (2)

2.3. EXERCITII PROPUSE

1) a’x+b’y+c’z>3xyz, Va,b,c,x,y,z €[0,+0) astfel incat
a+b+c=x+y+z
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2) ax’ + by’ +cz* >3abc, VYa,b,c,x,y,z €[0,+0) astfel incat
a+b+c=x+y+z

3) ax(a+x)+by(b+y)+cz(c+z)23(abc+xyz),

Va,b,c,x,y,z €[0,+0) astfel incat a+b+c=x+y+z

4) xy3 erz3 +zx° 2xyz(x+y+z), Vx,y,z € (0,4+0)

5) xyz(x+y+z) < rnin(xy3 +yz’ +zx’ +x3y+y3z+z3x)Vx,y,z € (0,4)

6) x* +y* +z* nyz(x+y+z), Vx,y,z € (0,400)

7) (azb—i—b2c+cza)(ab2 +bc? +ca2)S(a2 +b’ +cz)(a4 +b +c4),

Ya,b,c>0

8) ((l+b+0)2 Z3(ab+bc+ca), Ya,b,ce R

9) ab+bc+ca> 1/?aabc(aerJrc), Va,b,ceR,

2
10) (Leri_pij 23(l+%+l} Va,b,c e R’ astfel incat abc =1
c

ab bc ca a
ab bc ca p .
) s> 3(a’ +b*+¢*),Va,b,ceR,
a b

astfel Incat

+9

12) a> +b* +c* > 3abc(a+b+c)>abc\f Va,b,ce R
a+b+c>abc

13) 1<a +b +~Jc <3, Va,b,ceR, astfel incat a+b+c=1

14) 3Jabc <a+b+c<1,Va,b,ceR, astfel incat a® +b* +c* =3Jabc

15)a—b z cba f Vabce]R astfel incat a* +b> +c* =1
c a

1Y 1Y 1Y _ 1
16) |la——=| +|b—=| +|c——= | =2—, Va,b,ceR astfel incat
2 2 2 2

at+b+c=1

17) £y da 96,2, 9+3 Va,b,c eR’

ab bc ca b c
18) (a+b—c)2+(b+c—a) +(a+c—b) >ab+bc+ca, Va,b,ce R
19) a* +b* +¢* 2abc(a+b+c), Ya,b,ce R
20) a* +b* +¢* +abc(a+b+c) i(ab+bc+ca)

21) a+b+c+d+e+ =10



48 | INEGALITATI MATEMATICE

(a1 +(b=1)" +(c—1) +(d 1)’ +(e~1) +(f~1)"=6. Sa se deter-

mine valoarea maxima a lui f. (Olimpiada Balcanica)

22) (a—i—b—i—c)(l +2+ j>9 Va,b,ceR’,
a

c

pY' ) »\* )

23) |la+—| +|a+—| +|a+— 23(a+3b) ,Va,b>0,x,y,z>0 astfel
X y z

incat x+y+z=1
(I.V. Maftei)

2
24) (a+b+c)(l+%+lj 2[1+Zz/;] , Va,b,c eR’,
C

a c
(Marius Dragan)

1 1 1 .
25) (al +a, +...+an) —+—+...+—\ >n’, Va,,a,,....a, eR

a4 4 a,

1 1
26) (a1 +a,+..+a )(—+—+ + \>

a,

~EEEREEA]
2+\F \/7+ +\/; n-2+ aij

*
Va,,a,,...,a, R, n>2

(Marius Dragan)
al az an
Di>Dys-s P, 20astfel incat p, +p, +...+ p, =1

28)(a+b+c+d)( +1+1+1j> (d+c b+dj Vabed e R
a’ b Jac b

(Marius Dragan)

29) (a+b+c+d)( +[1)+1+61J (ac+bd+2) Va,b,c,d R,
a c

astfel incat abed =1
(Marius Dragan)
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2
30) 4
1 2
Va,,a,,...a, eR,, Vb ,b,,...b R’
31)l+£+22i,Va,b,ceRi
a b ¢ a+b+c

32) 2 + 2 + 2 > 2 ,Va,b,ceR*+
b+c c+a a+b a+b+c

33) lJr%+129, Va,b,ceRi, astfel incat a+b+c =1
a c

2
a’ (al +a2+...+an)
iy > ,
b, b +b, +..+b,

2
&

1 1 1 .
34) —+—+—-29, Va,b,ceR,, a+b+c<l

a b c
2 2 2
35) a + b + ¢ 2a+b+c,Va,b,ceRi
a+b b+c c+a 2
36) a 4 b + € 22, Va,b,ceRi,astfel incat
b+c c+a a+b 4
ab+bc—|—ca=§(a+b—i—c)2
2 2 2
37) a + b + ¢ 2a+b+c’ Va,b,ceRi
b+c c+a a+b 2
38) a + b + ¢ >3, unde a,b,c reprezintd laturile unui

b+c—a c+a-b a+b-c
triunghi (M. si G. Stoica)
a2 b2 c2
+ +
b+c—-a c+a-b a+b-c
laturile unui triunghi

>a+b+c unde a,b,c reprezinta

39)

2 2 2
4 + b + ¢ ZaerJrc,Va,b,ce]R*+
a+2b+3¢c b+2c+3a c+2a+b 6
a + b + ¢ >§, Va,b,ceRi

a+2b+3c b+2c+3a c+2a+b 4
(Gh. Eckstein)

2
a b c o (a+b+c) ,Va,b,ceRi

42 + >
)b+c c+a a+b 2(a2+b2+c2)

2 2 2
a b +-C (\/ﬁ+\/§+ ca), Va,b,ceR*+

43) _1—
a+b b+c c+a 2
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a’ b* ¢’ \/5
+ + >

> , Va,b,ce]R:, astfel incat ab+bc+ca=1
a+b b+c c+a 2

44)

2 2 2
45) a 4= 2 + ¢ >1, Va,b,ceR’, astfel incat
a+2b+3c 3a+b+2c 2a+3b+c
a+b+c=6
a b c 3 a A
46) + + >—, Va,b,ceR,astfel incat a+b+c=1
2—-a 2-b 2-c
2 2 2
47) a . b +-< 23—, Va,b,c e R, astfel incat

a+b b+c c+a 4
2abc+ab+bc+ca=1

48— b € S VabceR, astfel incat abe=1
b+c+1l c+a+l a+b+1
a’ b* c? .
49) — +— + 21, Va,b,ceR,
a“+2bc b”+2ac ¢ +2ab
2
50) 2[’0 + 2+ <1, VabceR’
a“+2bc b*+2ac ¢ +2ab
a’ b* c? 3
) + + >—
(b+c)(2a+b+c) (c+a)(2b+c+a) (a+b)(20+a+b) 8
(Vasile Mircea Popa)
1 1 1 3 . . A
52) 3 +— +— 2—, Va,b,ceR_, astfel incat
a(b+c) b(c+a) c(b+a) 2
abc =1
(O.IM. 1992)

a cY b aY c bY _a+b+c
53) 2—' - +2—' - + 2 M - 2—, va,b,CERi,
a +1 \ b b +1 \c c +1 \a 2
astfel incat a+b+c>a’ +b* +¢*

(Gabriel Dospinescu)
a b c d (a +b+c+d )2
>

n n n >
b+c+d a+c+d a+b+d a+b+c 3(a2+b2+c2+d2)

54)

a b c d
+ + +
3b+c 3c+d 3d+a 3a+b
(Dorinel Anca)

55) >1, Va,b,c,d eR’,
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