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Capitolul 1 5
ELEMENTE DE LOGICA MATEMATICA.
MULTIMI DE NUMERE

1.1. Mulfimi

Multimea este o colectie de obiecte distincte. Obiectele multimii se numesc ele-
mente. Multimile se noteazi cu literele mari ale alfabetului. O multime poate fi data
prin enumerarea elementelor sale sau specificind anumite proprietiti pe care le au
doar aceste elemente. Daci a apartine 4, notim a € 4. In caz contrar a ¢ A.

Definitii. 1. incluziunea: 4 — B dac pentru orice element a € 4 avema € B;

2. egalitatea: A =B daci4A c BsiBc A.

Operatii cu multimi

1. reuniunea: 4 W B={x|x € Asaux € B}

2. intersectia: AN B={x|x € Asix € B}

3. diferenta: A —B={x|x € A,x ¢ B}

4. complementara: daci A c E, CsgA=E - 4

5. produs cartezian: 4 x B= {(a, b) |a € A, b € B}

Definitii. 3. Multimea pértilor unei multimi nevide 4 este multimea:

PA)={X|Xc4d}.
4. Daci A este 0 mulfime finitd, numirul elementelor lui 4 se numeste
cardinalul multimii 4 (notat cu card 4).

Teorema 1. Daci card 4 = n € N, atunci card AA4) =2".

Teorema 2. Daci card A = m, card B=n, m, n € N, atunci card (4 x B) = mn.

Teorema 3. Relatia de incluziune are proprietitile:

a) reflexiva: 4 c 4;

b) antisimetrici: A c B,Bc A= A=B;

c) tranzitivi: Ac B,Bc C=> A4 c C.

Teorema 4. Relatia de egalitate are proprietatile:

a) reflexivitate: 4 = 4;

b) simetrie: 4 =B = B =4,

c) tranzitivi: A=B,B=C=> A=C.



PROBILEME PROPUSE

1. Operatiile cu multimi au urmatoarele proprietati:

a) comutativitatea: 4 UB=BUA; ANB=BNA;

b) asociativitate: (4 UB)U C=4A U (BUC);ANB)NC=4n BnO):

c)independentd: ANA=A;4ANA=A;
AV =4 ANT=D.

d) distributivitatea reuniunii (intersectiei) fati de intersectie (reuniune):
AUBNC)=(AUB N 4UCO);
ANBUCO)=ANnB)UAnCO).

e) reuniunea (intersectia) are proprietatea de absorbtie fati de intersectie (reuniune):
ANn(AvB)=4,

AU (AnB)=A.

f) pentru orice multime B 4 avem A UB=A4; AN B=B.

g) Legile lui Morgan: pentru orice 4 ¢ E, B < E avem C € (4 U B) = CzA N CiB;

CiA N B) = CgA L CgB.

h) Dacd 4 c E, avem Ci{CzA) = A4; CkE =D, Ci I =E.

1) Produsul cartezian este distributiv fatd de intersectie, reuniune, diferenta:

AXxBUCO)=AxB)UAXxC);(AUB)xC=(AxC)U (BxC);

AXBNCO=AXxB)NAXC);(ANB)xC=(AxC)n (B xC);

AXB-C)=(AxB)-(AxC);(A-B)x C=(4Ax C)— (B x C).

J) card (4 U B) = card 4 + card B - card (4 N B).

2. Fie multimea 4 = {1, 2, 3, ..., 20}. Determinati dous multimi B si C cu proprietatile
BuU C=4, Bn C=(, suma elementelor lui B este egald cu suma elementelor lui C
in cazurile: ‘

a) card B = 6; card C = 14; b) card B=17, card C = 13.

3. Determinati multimile 4 formate din trei numere naturale stiind ci pentru orice

x,yeAd,xz2y,avem 1 +x-y e A.

4. Determinati multimile 4 formate din 4 numere naturale stiind ci pentru orice
x,yed,x2y,aveml+x-ye A.

S. Fie multimea 4, = {1,2,3, ...,n}, unde n {5, 6, 8, 9}. Demonstrati ci existi mul-
timile B,, C,, D, < A4, disjuncte dou cite doua astfel incét s(By) = s(C,) = s(D,), unde
s(M) este suma elementelor lui M.

6.Fie 4,={1,2,3,...,n},unde n € {5, 6, 8, 9}. Determinati cel mai mic element al
mul{imii 4, astfel incét S(4,) = 36.

7. Determinati cel mai mic numir de numere care trebuie scoase din multimea 4 =
=1{1,2,3,...,9, 10} astfel incat multimea rdmas3 si poatd fi impirtita in doui sub-
multimi disjuncte B si C in care produsele elementelor lor s3 fie numere egale.
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8. Dati exemplu de trei multimi 4, B si C cu proprietatile A =B U C, B " C = &, card
B =3, p(B) = p(C), unde p(M) inseamni produsul elementelor lui M.

9. Rezolvati problema 8 in cazul 4 = {1, 2, 3, ..., 35}.

10. Agezati pe un cerc toate numerele de la 1 la 16 astfel incat suma oriciror doud nu-
mere vecine si fie numér prim.

11. Determinati multimile 4, B, C daca:
a)AUB={1,2,3,4,5,6}; b)A-(ANnB)={6}; c)B-(BnA)={1,3}.

12. Determinati multimile 4, B, C daca:

a)AUBLUC={1,2,3,4,5,6,7,8,9}; b4 n"B=g,
he=1. d)A-C={1,3,7}; e)B-C={5,9}.

13. Rezolvati urmitoarele ecuatii:
a) {l,2}ux={],2,3}; b)A-x)vx—-A4)={1,2,3},unde 4 = {1, 2};

) (A~x)U (x—A4)={1,4,5}, unde 4 = {1,2, 3}.

14. Fie a, b € N si multimile 4 = {2a + 2}, B= {b, 2a + 1}. In ce conditii avem:

a)card (4 U B)=2; b) card (4 U B) = 3; ¢)card (4 U B) =4.
15. Fie multimea 4 — N, avand proprietitile:
)2€A4,3 €4 i)xed=>3x-1¢€4, iiiy)x+tled=>xe4d
a) Determinati inca 5 elemente din 4.
b) Determinati 4.

16. Determinati card (4 N B) daci:
card (4 U B) =201; card (4 —~ B) = 100 si card (B — 4) = 96.

17. Determinati card 4 in cazurile:

a) Am{aeN"

3=n2,n € N} ,unde b= (22— 1)(3*=1)...(99* = 1);
a v

By {EE Fail) - 0bha) e (o,(s))’};

c) 4 = {n e N'| 13 divide pe 2" + 3"};

3n+l 3n+2 n 3n+l n n -
9 [t} ;'ﬂsﬂlneN
4 4. SR 2N

d)A=BﬁN,undeB={

18. Fie multimile 4, = {Z’:i i
n n+l

ke N} ,n € N'. Demonstrati c& intersectia mul-

timilor 4, este &.

2n+1’vn GN*,

19. Determinati x € R, stiind c& ot e
n+1 n
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1.2. Multimile N, Z, Q

N={0,1,2,3,..}, N'={1,2,3, ...}
Rezolvarea unor ecuatii de forma a + x = b, a > b, a dus la considerarea multimii
Z={..,-3,-2,-1,0,1,2,3, ...}. Rezolvarea unor ecuatii de forma bx =a, a, b €

€ Z, cu (a, b) # 1, a condus la considerarea multimii Q = {%|a,b eZ,b# 0} s

Definitia 1. Fractiile %,—3 cua,b,c,deZ,b+0,d#+0, se numesc echivalente

dacd ad = bc. Multimea tuturor fractiilor lor echivalente cu o fractie dati, se numeste
numdr rational. Avem Nc Z c Q.

Teorema 1. Adunarea si inmulfirea pe multimile N, Z, Q au proprietitile:

1) comutativitate: a+b=b+a,a-b=»b - a;

2) asociativitate: (a + b) +c=a+ (b +c¢); (ab) - ¢ = a - (bc);

3) 0 este element neutru pentru adunare: a+0=0+a=gq;

4) 1 este element neutru pentru inmultire: a- 1 =1-a=g;

5) orice element g € Q sau g € Z are un opus (notatca—a) : a + (—a) = 0;

£ . E 1 i
6) orice element g € Q' are un invers (notatcug'sau ~):q-a'=1;
a

7) inmultirea este distributiva fatd de adunare: a - (b + ¢) = ab + ac.
Observatii:

a) In N doar 0 are opus (pe 0).
b) In Nun singur element este inversabil (1). Inversul lui 1 este 1.
¢) In Z, elementele inversabile sunt 1 si— 1. Avem (-1)'=1.

Definitia 2. Spunem ci a > b daci existd ¢ > 0 astfel incita = b + c; spunem cé
a > b daci existd ¢ > 0 astfel incAdta=b + c.

8) Trichotomie. Pentru orice @, b € Q avem a> b saua=b sau b > a;

9) Axioma lui Arhimede. Pentru orice doud numere naturale a,b,a>0,existin e

N astfel incata - n > b (se ia n={£]+l)
a

® Orice fractie ordinard se transformd in fractie zecimala aplicAnd algoritmul de
impdrtire a numerelor naturale;

e fractie zecimala periodica simpli (a € N, a4, as, ...a, cifre)

aa,..a,
99..9 °’

—
n cifre

ao(a1,a3...a,) = a, +



