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Capitolul I

GRUPURI

1. Legi de compozifie. Parte stabili

IMPORTANT!

Definifie. Dacd M este o mullime nevid[, atunci o functie <p: Mx M -> M se

numegte lege de compozilie (sau operafie algebricr interni sau operatie liniarr)
pe mullimea M, (x,y) -+ g(x,y).

Pentru simplificare, operafia algebricl se noteazd cu *, o, J_, +, A etc.

Exemplu: x : (Ex(E -+ (8, x* | =:Y.l- xy
Daci mullimea M este finit[, atunci legea de compozifie poate fi exprimatl

prinh-un tabel cu n linii gi n coloane, unde n = card M.
Exemplu: M - {l,e,ez), unde e este r[d[cin6 cubici a unit{ii, iar legea de

compozilie este inmul{irea ,,,".

Observalie. Acest tabel se numegte tabla Cayley salu tabla operaliei,

1. Adunarea pi inmulfirea modulo z

Daci n e IN* gi a elz, atunci num[ru] r din teorema imp[rfirii cu rest
a = n.c + r, 01 t 1fi, se numegte restul modulo n al numIrului a gi se noteazd,
cu r = amodn. Not[m cu R, = {0,1,2,3,...,n-l}, mullimea resturilor modulo n
gi introducem legile de compozifie: @:lR, xlR, -+1R,, x@ y =(x+y)modn gi

O : IR, x IR, -) IRr, r O y = (x. y)modn, numite adunarea modulo n, respectiv
inmullirea modulo n.

Exernplu: R3 = {0,1,2}, este mulfimea resturilor modulo 3. Tabelele
operafiilor de adunare modulo 3 gi de inmullire moduio 3 sunt urmitoarele:

I t e'

I 1 t t'
t t e' I

t' e2 I 6
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2. Adunarea gi inmutfirea claselor de resturi modulo z'

DacL n€lN*, d e71, Si r = amodrl, notim il A=t*+rlkeu| 9i o numim

clas6 de reshfi modulo n. se poate aieta cd k=i. Atunci mu$imea

Z,--{d,i,2,...,i-1\ se numeqte mulfimea claselor de resturi modulo n'

Se definesc legite de comPozifie

+:TlnxlLn +71n, i + it =fi $i' ill,nxlZ, +71,, i' i =fi'
adunarea, respectiv inmulfireablaselor de resturi modulo n' Se poate demonsha

ca operpliile 
'definite 

anterior sunt independente de reprezentanfii aleqi x 9i y ai

claselor.
Exemplu: Tabla adunlrii qi inmu[irii in mullimea claselor de resturi modulo 4.

Detinifie. Fie M o mullime pe care este dat6 o lege de compozilie tp:

q i M x M + M;(x,Y) -+ 9(x,Y)
O submullime I/ a lvl M cu proprietatea (V) r, y e H + 9(x, y) e H se

numeqte parte stabil[ alui Mlnraport cu legea de compozilie'

Observalie: Nottrm w 271= {Zk I k e ?Ll mullimea numerelor intregi pare 9i

27t + l: {2k+ I I k e z} mu[imea numerelor infiegi impare. Avem 27Lc1l'.

+ 0 1 ) 3

0 0 i ) 3

1 1 ) 3 0

2 ) 3 0 t

3 3 0 1
a,

0 1 2 3

0 0 0 0 0

i 0 i 2 3

2 0 2 0 2

J 0 J 2 i

Modele pentru rezolvarea problemelor gi redactarea soluliilot

1. Ar[taii c[ mullimea 2Tleste parte stabil[ aluiTZin raport cu operafiile de

adunare gi inmu[ire.
Solulie:

Fie x, y e 27L, x = 2kt, ! : Zla, kr, h e'lt;atunci x * y : 2kt + zla = 2(h + la) e 272'

x ' y:Zh' 2h: 4kt' h e 27Z.

2. ArLtaIi cL 272 + 1 nu este parte stabill a hti 7t in raport cu adunarea

numerelor intregi.
Solulie:

Fiex,y e27t+ l,x=Zkr* l,!:zla+ l,h,h e7"
Avemx * y = 2kt + ! + Zkz + I : 2(h + kz r l) * 271'+ l.
3. Pe mu[imea'lR definim legea * astfel: .x * y: xy -b -2y + 6' Aratali c6:

a) Ht: (2, *) este parte stabili a lui IR in raport cu 'r"

b) Hz: [1, 3] este parte stabili a lui IR in raport cu *'
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Solulie:
a) Fie x, y e Ht gi arltlm cd x * y e H; x > 2, y > 2 sau x - 2 > O, y - 2 > 0 =

(x - 2)(y - 2) > 0 + (x - 2)O - 2) + 2 > 2 = xy - 2x - 2y + 4 + Z > 2 = x * y > 2
decix*yeH1.

b) Fie x, ! e Hz qi afitdm cd x * y e Hz; 1 < x < 3; 1 < y < 3 € lx - Zl < l;
Ly-Zl< 1 gi arit[m cdlx,ry-21<1.

lx-21< I
ly -21<t

We4y-zx-2y+6-zl< t <> lx*y-21< I =+ xxy e H2.

4. Pe IR definim legeax * y = xy + x * !.
Demonstrati cd H = (- 1, *) c IR este parte stabilI a lui IR in raport cu legea *.

Solulie:
Vom arlta cl dacd x, y e .F/, atunci x * y e 1L putem scrie
x! * x* y = xy * x * y+ I - I = (x* lX/+1)- 1.

Dinx,y € (- l, o) +x >-I,y>- 1 +x* 1 > O,y* l> 0 + (x+ l)ty+ 1) > 0
:+(x+ lxy+ l)- 1>* 1=+.r ,xy>- 1, deunde x,,t y e (* l, my=9.

5. Fie H= tA e,z/dz(@)'n=('.*. 1r)ro-'-3f = t,x,le @). 56 seIy 2x)

demonsheze ctr Fleste parte stabil[ alui,,%z(@) in raport cu lnmullirea matricelor.
Solulie:

Fielr, Az e H qi vom demonstracdAt Az e H.

Fie,4r =(';,, ':;,), 4l - ty? = t,h,yre {E ei

(z*.3v.)
A2:l-'"2 --" l, a*| -ly|:t,x2,y2eG..( y, Zxr) z ) -a'

4d - 3bz : 4(2x*z * tr yryr)' - 3(Zxryz -r 2x2y)z :
z

=+xr2 q+S-zrtl- b? G8-3yZ):$*; - ty3)Ut - ty?):1 . 1:1.
Deci,Fleste parte stabili alui -/1n(@) in raport cu inmullirea matricelor.

t , _(4xrxr+3yryz 6xry2+6rzyr\
At ' tt2 - 

lr*rr, + 2xry2 3yryz + +*1*2 ) 
:

lrpr,*,*|w) 3(2x,y,+zrryS) (za 3b\:l z l:l-: l"l,o,be@.

| ,*,rr+2xry, 2(2x,x,.)r,rS) ( b 2o)'

Se mai verifici ;i condilia 4d - 3b2 : l.
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6. Fie G: 
"t {-+'f.} 

rt tuncgiilel. : G -+ G,k e {1,2,3}definite astfel:

**Jl *-"11
fr(x): x,.fz(x): -" ' '- flrr\: . Ardtafi cd H: tft,fr,f] este parte

l-x$"'*" t+xr/3' 
^-----;- --

stabil[ a mullimii F(G) : tf : G + R] in raport cu operafia de compunere a

funcliilor.
Solulie:

fiira o mul,time finitd vom rcalizatabla Cayley 9i vom vedea c[ oricare at frfi,

.fi e H, i,j e {!,2,3\,f, "fi e H.

Deoarece/ este funclie identicS rentltd

(f'" fi)(x) : rt$@)) : .f,(x) 9i cd (fi " fr)(x) : fi(f'(x)) = f,(x), (V) ; e {r, 2. 3}'

f"(xt+ Ji x + JJ * Ji :*g)"fz)(x):fz(fr(x)'t: q 
: 

l_;E _6- :

(fz. fi)(x) : fr(fz(x)) - f'(i+ ^13- : r - J1-+ "ll ltx -1a19{t r+ xJ-t -xJl+3
fr@) J-3: - **.lt_-"lLrt* -

-4:fz(x).1+xJ3

4x

4

4x
4

=x:fi@).

: x:rt(x).(f' " fr)(x): fz(fz@)): l+ fr(x\,li t- xJl + "Ex +3

Tabela compunerii este:

Exircifii 9i probleme pentru fixarea Gunogtintelor

1. Fie 11 : {-2,- 1,0, 1,2) c.lZ.Pe H se introduce opera}ia x * !: min(x,y)

(minimul dfntre x-qi y). Aritafi cd H este parte stabil[ aluiTl in raport cu *'

2. Pe mullimea IR definim x * !: (* - l)tO - 1) + 1' Ardtali c5:

a) h : [1, m) este parte stabild a lui IR in raport cu *'

b) Hz= ll,zleste parte stabili a lui IR in raport cu x'

3. Pe IR definim operafia x * y:-xy -5x- 5y - 30' Ar[talicdH: (- *' - 5) este

parte stabild a lui IR in raport cu operalia *'

4. Completafi tabla operafiei adun[rii modulo 5 9i tabla inmu[irii modulo 5.

5. Completafi tabla operafiei adunarii qi tabla inmullirii modulo 7.

o ft rt fz

ft rt f, f3

f, fz f3 rt
f, fz fr fz
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6.Fie M= [3, *) 9i operafia x * ! = ,[Z;l;. 56 se demonstreze cI,,,r,,sg1.
o lege de compozifie interni.

7. Fie mullimea I/= l( ' 2b\- 
t[; 

-, 
1 ' ', 

b e IN, d -2b2: r)'

a)56sestabileasca aacetr:(t^ :l 
(t 2\- (o 1; $i B: 
[: +) 

uoui"tui H'

b) Sr se studieze dacd,r/este parte stabili fala de inmulfirea matricelor.

8. Pe mu{imealRse defineqte legeade compoziliex oy=3x+ 4y-7,(V)x,y eR.
a) Calculafi (2 o 3) o l.

b) Rezolvafi ecuafiile x o2:7 Si(2x * 1) o1: 13.

c) Rezolva{i ecuafia 1l + t1o (-r - 1) = - l.

d) Rezotva{i sistemul {::',=.!
l.(2x). (3y)=29

9. FieF : {-fo:lR-+ IR /-f,(x):2ox* I -2o,oe IR}. 56 se arate clFesteparte
stabili in raport cu operafia de compunere a funcfiilor.

10. Fie mullimea o: {nu>=(t*z* ,o*^)'*.ts}. Ardtalicd multimea Gt ( -x t-2x) )

este parte stabil6 alui.ZZz(R) in raport cu operafia de inmulfire a matricelor.

Exercitii gi probleme pentru aprofundarea cunogtinlelor

r. tuatati cr mullimea u ={u=l ;, "llr,re {E si x2 -7y,=,} .r,. ou*.
L (.; .)l )

stabild alui tutr(@) in raport cu operafia de inmullire a matricelor.

2. Pe mullimea numerelor reale se defineqte legea de compozilie

xT y = *y + !!2 -+, n e IN* \ {l}. Arntali ca:nn-

a) xr ,=( **1)[r*1')-1,( ,/\' n) n
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b) xTf-1) --!,oricarearfi xelR;' \. n) n

c) H =[_i,*) este parte stabit, a lui IR in raport cu operafia,,T,,.

3. Pe mullimea numerelor rafionale (E se definegte legea de compozilie

xay = y t,, -Y m^tc6 O\{2} este parte stabili a lui (B ln raport cu opera1ia,,a ".
2

4. Pe mu{imea numerelor intregi z se definesc opera}iile: xo!=x*!-a $

x * ! = xy - a(x+ y) + a(a + l), V x, y ell', a e 7L' Rezolvali:

a) ecuafia x o x = x* x, x eA;

f*.(y +2)- a
b) sistemul {-/ ------ 

L('- Y) *l= a

ll x zx(x+r))l 
_l

5. Ardtafi ca A=ll0 I 4x llxelRi este parte stabil[ a lui 92,(lR) in

[[oo 1]l l
raport cu operafia de inmu[ire a matricelor

6. pe mulfimea IR\{0} se definesc opera}iile: xo!=:.: Ardta\ic6 [2,+oo)yx
este parte stabilE a lui IR \ {0} in raport cu

7. Fie G = (2,+a)qi legea de compozi,ti e x o ! - xy - 2x - 2y + 6, Y x, y e G'

a) Calculafi xoxoxox.
b) Rezolvafi ecualia x o x o xox = 18'

8. Determinali pentru ce valori este parametrului meR, intervalul (2,+oo) este

parte stabila a lui IR in raport cu legea de compozi{ie: x*y=xy-2x-2y+m'
Vx,y e IR.

I (r-* o .r)l I

e.FieM=]r,,,=l o o o Il,.RiI ['ot-'.ll ]t
a) Ardtali cL M esteparte stabil[ a lui a/r(lR) in raport cu operalia de inmullire

a matricelor.
b) Determinali a elR pentru carc A(a)' A(x)= 11*1'

c) Rezolvafi in IR ecuafi a A(x)' A(l) = A(x + 2025)'

d) Calculali (l(*))',x e IR.
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10. Pe Z se definesc operafiile algebrice

x * ! : x + y -3 Si x o y : (x - 3)O -3) + 3, (y) x, y e 7..

a) Rezolvafi lnTL eata[ia x o x : x * x.

b) Slse determine a el|astfelincdtx o a=3,(Y)x eIZ.

c) 

la 
se rezorve sistemur {;$l:l

(Bacalaureat 2009)

11.Fie M:R*\ {t 1} 9i funcfiilel : M-+ M,i=l,Z,3,4,unde

.fr(x) : x; -f*(x) 
: 

#;,fi(x) 
: 

l; fo@): i+
considerim mullimea G: {fr,-fr,-fr,.fo} qi opera,tia de compunere I funcfiilor. Si

se demonstreze cd G este parte stabild in raport cu compunerea funcfiilor.

12. Fie M:(- 1, 1) c IRgi opera,tiax* !: :+. S[ se demonstreze cdMeste

parte stabil[ a lui IR in raport cu operalia x. 
l+ xy

13. Pe mu$imea M: (2, co) se consideri opera{ia
.' _ ,)

xo!: #,(y)x,y e M.x+y-3
a) Si se arute cL M este parte stabill in raport cu ,,o',.

b) Verificali egalitatea(3 " 4) o 5 :3 . (4. 5).

14. Fie mulfimea Zlllrl: {o+ O Ji / a,b eZz}.Sd se arate cI2[.,6] este
parte stabilI in raport cu adunarea gi inmullirea numerelor reale.

15. Fie M: {x+ yJi I x,y e (D,1- zf :l }. Sd se arate cd M esteparte stabill
in raport cu inmul,tirea numerelor reale.


