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Capitolul |
GRUPURI

1. Legi de compozitie. Parte stabila

IMPORTANT!

Definitie. Dacd M este o multime nevida, atunci o functie ¢: MxM — M se
numeste /ege de compozifie (sau operatie algebrici interni sau operatie liniard)
pe multimea M, (x,y) — ¢(x, y).

Pentru simplificare, operatia algebricd se noteazi cu *, o, L, +, A etc.

X+y
-z

Dacéd multimea M este finita, atunci legea de compozitie poate fi exprimati
printr-un tabel cu # linii si # coloane, unde # = card M,

Exemplu: M ={l,e,€*}, unde ¢ este radicini cubici a unitatii, iar legea de
compozitie este inmultirea ,,- .

Exemplu: *:@x@ > @, x*y=

Lol @ &l
Pt g g
¢t e le 1

821 je

Observayie. Acest tabel se numeste fabla Cayley sau tabla operatiei.

1. Adunarea si inmultirea modulo »

) & . . - A s
Dacd nelN si aeZ, atunci numirul » din teorema impartirii cu rest
a=n-c+r, 0<r<n, se numeste restul modulo n al numérului a si se noteazi

| cu r=amodn. Notim cu R, ={0,1,2,3,...,n—1}, multimea resturilor modulo »

si introducem legile de compozitie: ®:R, xR, > R,, x® y=(x+ y)modn si
O:R,xR, >R,, xOy=(x-y)modn, numite adunarea modulo 7, respectiv
inmultirea modulo 7.

Exemplu: R;={0,1,2}, este multimea resturilor modulo 3. Tabelele
operatiilor de adunare modulo 3 si de Inmultire modulo 3 sunt urmitoarele:

@102 00 2

010114 00 0
s 10 o
Phaly i E R 2.0 1

N = D] =
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2. Adunarea si inmultirea claselor de resturi modulo ».

Daci nelN', aeZ si r=amodn, notdim cu a={nk+r|keZ} si o numim
clasi de resturi modulo n. Se poate arita ci 4=7 Afunci mulfimea
Z,= {ﬁ,i, = .,;7—\1} se numeste mulfimea claselor de resturi modulo 7.

Se definesc legile de compozitie

T T, ST, i+§=x+y §i <L, xL, >T,, F-§=xy
adunarea, respectiv inmultirea claselor de resturi modulo n. Se poate demonstra
ci operatiile definite anterior sunt independente de reprezentantii alesi x si y ai

claselor.
Exemplu: Tabla adundrii si inmulfirii in multimea claselor de resturi modulo 4.

v Ohib2 il 0l 3|4
o106|1(2]3]| |0]0]0]|0]|0
B s e
501800011 21012 002
S8 10 Brag LA ka1

Definitie. Fie M o multime pe care este datd o lege de compozitie @:

@ : Mx M- M, (x,y) > 0, )

O submultime H a lui M cu proprietatea (V) x, y € H = o(x, y) € H se
numeste parte stabild a lui M in raport cu legea de compoziie.

Observatie: Notim cu 2Z = {2k / k € I} multimea numerelor intregi pare si
2Z + 1= {2k + 1/ k € Z} multimea numerelor intregi impare. Avem 2Z c Z.

Modele pentru rezolvarea problemelor si redactarea solutiilor

1. Ardtati cd multimea 2Z este parte stabild a lui Z in raport cu operatiile de
adunare i inmulfire.
Solutie:

Fiex, y € 22, x =2k, y =2ks, ko, k» € ZL; atuncix +y = 2k + 2k, = 2(k1 + k2) € 2IL.

X -y=2k1 ¥ 2k2=4k1 v kze 27.

2. Aritati ci 2Z + 1 nu este parte stabild a lui Z in raport cu adunarea
numerelor intregi.
Solutie:

Fiex,y e 2Z+1,x=2k + L,y=2k+1,k, k€L

Avemx +y=2ki+1+2k+1=2(ki+k+1)¢2Z+1.

3. Pe multimea R definim legea  astfel: x x y =xy — 2x — 2y + 6. Ardtati ca:

a) H, = (2, ») este parte stabild a lui IR in raport cu .
b) H, = [1, 3] este parte stabild a lui R in raport cu *.
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Solutie:
a)Fiex,y e Hysiarditim cix xy € Hi; x> 2, y>2saux—2>0,y-2>0 =
(x—2)(y~2)>0:>(x—2)(y—2)+2>2:>xy—2x—2y‘+4+2>2:>x’*y>2
decix xy € H,.
b)Flexyestlaratémcax*yeHz,1<x<3 L<y<3ein-2 <1
v—2|<1siardtim cd |x % y—2| < 1.
x-2|<1 -
-2|<1
lxy—2x-2y+4<l o py-2-2+6-2/<1 o ksy—2/<l=xxyecH.
4. Pe R definim legeax  y =xy +x + y.

Demonstrati cd H = (- 1, ) < IR este parte stabili a lui IR in raport cu legea *.
Solutie:

Vom arita cd daci x, y € H, atunci x * y € H. Putem scrie

yrxt+ty=xy+x+y+l-1=(@x+1)@yp+1)-1.

Dinx,ye(-1,0)=x>-1,y>-1=x+1>0,y+1>0=>x+DH@p+1)>0
>E+Dy+D-1>-1=xxy>-1,deundex*y e (-1, 0)=H.

2x 3
5. Fie H = {4 e,//@(a;)/A=[x 2yj;4x2—3yz=l,x,ye®}. S4 se
y X

demonstreze ci H este parte stabild a lui .#%,(®) in raport cu inmultirea matricelor.
Solutie:
Fie 41, 4> € H §i vom demonstra cdAdi Ay e H.

: 2% '3
FieA1=[ . yl) : 4x12 —-3y12 =1, x,y1 € Qsi
Yo 2x

2x; <%
A2=[ . yZJ : 4x2 SRR
Y, 2x,

L RE (4x1x2 30y, bxyy + 6x2y1] R
' 201120y, 3y1yy +4xx

3
2(2x;x, +5J’1J’2) ‘ H2nn w2t - (2a 3b

3 b 2];a,be®. '
a
259, 28 2(2x1x2+5 »y,)

Se mai verificd si conditia 4a” —3b° = 1.
4 -3 = 4(2x1x; + %ylyz) —3(2xyn + 2x2y1)

=4 (4x3 -3y3) = 357 (43 -3y3) = (4a2 — 3p2)(4x? = pD)=1-1=1.
Deci H este parte stabila a lui .#4,(®) in raport cu inmultirea matricelor.
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B3

6. Fie G=R\ {——— ——} si functiile fi : G — G, k € {1, 2, 3} definite astfel:

fikx) = x, flx) = x+\\/[—_ ) 5 {/_5 Aritati ci H = {fi, f», 3} este parte

stabild a multimii F(G) = {f : G — R} in raport cu operatia de compunere a
functiilor. :
Solutie:

Fiind o multime finitd vom reallza tabla Cayley si vom vedea ci oricare ar fi f;,

fieH,ije {1,2,3),fiofi e H.
Deoarece fi este functie identica rezulta
(fio /)(x) = A(X)) =£i(x) si ca (fi o f)(x) = (i) = fix), (V) i € {1, 2,3}
. i - fz(x)‘-i-\/g i C e ) 5
GG M= dE SR S e s R
A+ _ x-B+B4+3x _ &

- LV3  1+x3-x3+3 o Tl

; - _ L= _ x+3-4343x 4 _
(s © () fa(fz(X)) IR e e x = fi(x).

Tabela compunerii este:

(2 0 A)X) =Aolf3(x)) =

o |4 | £ |5
AR
£lA AR
plalsls

Exercitii i probleme pentru fixarea cunostintelor
1.Fie H={-2,- 1,0, 1, 2} c Z. Pe H se introduce operatia x * y = min(x, )
(minimul dintre x-si y). Ardtati ca H este parte stabild a lui Z in raport cu *.
2. Pe multimea R definimx *y=(x - DH(y—1) + L. Aritati ca:
a) H = [1, ) este parte stabila a lui IR in raport cu *.
b) Hy =[1, 2] este parte stabild a lui IR in raport cu *.
3. Pe IR definim operatia x * y =—xy — 5x — 5y — 30. Aritati ¢d H = (— o, — 5) este
parte stabila a lui R in raport cu operatia .
4. Completati tabla operatiei adundrii modulo 5 si tabla inmultirii modulo 5.

5. Completati tabla operatiei adundrii si tabla inmultirii modulo 7.
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6. Fie M = [3, «) si operatia x * y = \/xz +y2 -9 . S4 se demonstreze ci »*” este
o lege de compozitie interna.
2b

a

7. Fie multimea H = {[: J /a,beN,d*-2p°=1)}.

0

1
a) Si se stabileascd daci I, = [ 0.1

2
iB= apartin lui H.~
J $ (3 4J part
b) S se studieze daci H este parte stabila fati de inmultirea matricelor.

8. Pe mulfimea IR se defineste legea de compozitie x o y = 3x + 4-T7,(M)x,y e R.
a) Calculati (203) o 1.

b) Rezolvati ecuatiile x 02 =7 si 2x + 1) o x = 18,
¢) Rezolvati ecuatia (x> + 1) o (x — 1) =— 1.

Xo y—i

d) Rezolvati sistemul ;
(2x)°(3y) =29

9.Fie F={fi,  RoR/f(x)=2%+1-2%a¢ IR}. Sd se arate cd F este parte
stabild in raport cu operatia de compunere a functiilor.
=20 de

10. Fie multimea G = {A(x) =(
=aet 1D

)/ xe]R}. Aridtati cd multimea G
X

este parte stabild a lui .#4(R) in raport cu operatia de inmultire a matricelor.

Exercitii i probleme pentru aprofundarea cunostintelor

X 3y
1. Arétati cd multimea H={A4=| 7 y x,ye® six’ —7y* =1} este parte
St
3

stabild a lui #,(®) in raport cu operatia de inmultire a matricelor.

2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie

Slics e M e
n

xTy=xy+ E
n

a) xTy=(x+—1-j(y+l]—l;
n n) n
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b) xT(—-l—)=—l, oricare ar fi x e R;
n n

¢y H= [——1—,+ooj este parte stabild a lui' R in raport cu operatia ,, T 7.
n
3. Pe multimea numerelor rationale @ se defineste legea de compozitie
xXay=x+y —%V—. Aratati ci @\ {2} este parte stabild a lui @ in raport cu operatia ,,a”.

4. Pe multimea numerelor intregi Z se definesc operatiile: xoy=x+y—a si
x*y=xy—a(x+y)+a(a+l), Vx,yel, acl. Rezolvati:
a) ecuatia xox=x*x, x€Z;

o + 2 =
b) sistemul 2 g ) a.
(x-y)*1=a
Lioxt 2xxe'D
5. Aratati ca H=3{0 1 4x xelR} este parte stabild a lui M,;(R) in
0 0 1

raport cu operatia de inmultire a matricelor.
6. Pe multimea IR\ {0} se definesc operatiile: xoy S Aritati ca [2,+00)
Y-

este parte stabild a lui R\ {0} in raportcu o fi
7. Fie G =(2,+0) si legea de compozitie xoy=xy—-2x—-2y+6, Vx,y € G.
a) Calculati xoxoxox.
b) Rezolvati ecuatia xoxoxox=18.

8. Determinati pentru ce valori este parametrului m € R, intervalul (2,+o0) este
parte stabild a lui IR in raport cu legea de compozitie: x*y=xy-2x-2y+m,
Vx,y €R. : , :

ey

9.Fie M=iA@x)=| 0 0 0 |xeR;.

x 0 1-x

a) Ardtati ci M este parte stabild a lui #;(IR) in raport cu operatia de iInmultire
a matricelor.

b) Determinati a € R pentru care A(a)- A(x) = A(x).

c) Rezolvati in R ecuatia A(x)- A(1) = A(x + 2025).

d) Calculati (A4(x))’, xR
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10.-Pe Z se definesc operatiile algebrice
x*y=xty-3gixey=(x-3)(y-3)+3,(V)x,yeZ
a) Rezolvati in Z ecuatia x o x = x * x.

b) S se determine a € Z astfel incatx o a =3, (V) x € Z

= i x*(y+1)=4
c) Sa se rezolve sistemul :
(x=y)el=35
) (Bacalaureat 2009)
11. Fie M=1R* \ {+ l} si func;iilef M- M i=1,2,3,4,unde
x+l
i) =x; folx) = fs(x) i ﬁ @)= Sy

Consideram multimea G = {f,, £, f3, J4} si operatia de compunere a functiilor. Si
se demonstreze ci G este parte stabila in raport cu compunerea functiilor.

12. Fie M= (- 1, 1) c R §i operatia x * y = sl . Sa se demonstreze ca M este

1+ xy
parte stabild a lui IR in raport cu operatia *.

13. Pe multimea M= (2, «) se considera operatia

it 23,(V)xyeM

a) Sa se arate cd M este parte stabili in raport cu ,,0”.

b) Verificati egalitatea (3 c4) 0 5=3 0 (4 o 5).

xoy—

14. Fie multimea Z[\/g] ={atbh V3 a, b € IL}. Sa se arate ca Z[\/g] este
parte stabild in raport cu adunarea si inmultirea numerelor reale.

15. Fie M= {x +y«/_ 2lxye® i 0y=1\ Sa se arate cd M este parte stabila
in raport cu inmultirea numerelor reale.



