GHEORGHE ADALBERT SCHNEIDER

MEMORATOR SI INDRUMAR
DE MATEMATICA

TRIGONOMETRIE SI GEOMETRIE
PENTRU LICEU

EDITURA HYPERION



CUPRINS

HICIEONOINETIE S S s e et
1.1 Unitati de masurd pentru unghiuri si arce . .
1.2 Rezolvarea triunghiului dreptunghic ..... ...
1.2.1 Functiile trigonometrice ale unui unghi
ascutit al unui triunghi ABC dreptunghicin 4 . ...
1.2.2 Valorile functiilor trigonometrice pentru
unghiurile uzuale ale unui triunghi dreptunghic . . .
1.2.3 Cazuri de rezolvare a triunghiului drep-
taghicoTsaw e L e S e e e s
1.2.4 Egalitati trigonometrice intr-un triunghi
drEpIRENICE i e e o et e
125 A plicatii N Su e S
1.3 Cercul trigonometric. Functii trigonometrice.
I.3.] Cercul trigonometrie: o i o oo ns
113:2  Bunchil trgDuaImemice: o' o o
1.4 Periodicitatea, paritatea si imparitatea functiilor
IHZONOMEtTIEer =« Ly e e
1.4.1 Periodicitatea functiilor trigonometrice .
1.4.2 Paritatea si imparitatea functiilor trigono-
MCIECe R i e e e D e e
1.5 Reducerea la primul cadran . s ivs v
1.6 Graficele functiilor trigonometrice ........
1.7 Formule de legaturd intre functiile trigono-
TS e e L i e T e
1.8 Formule pentru functiile trigonometrice ale
sumei si diferentei de unghiuri ..............
1.9 Formule pentru functiile trigonometrice ale
unghiului dublu, ale unghiului triplu si ale jumatatii

89

13
13
15
18

20



Lonthl ot B R R
.10 Transformarea sumei sau diferentei de functii
trigonometrice PIOAUS 1 il i s
Il Transformarea  produsului de functii
thipotiometricein sumar, A
1.12 Identitati trigonometrice . ... ............
.13 Transformarea unei expresii trigonometrice
intr-un produs de alte expresii trigonometrice . . . .
1.14 Expresii care nu depind de parametri . . . . . . .
1.15 Functii trigonometrice inverse ...........
1.16 Inegalitati trigonometrice ...............
1.17 Eeuatii trigonometrice. . ... .. 00000 L0
1.18 Aplicatiile trigonometriei in algebra ... ...
1.18.1 Numere complexe sub forma trigono-
sastiagten U R gl S S
1.18.2 Operatii cu numere complexe sub forma
til coROTHETH Ca NS (I s A
1.18.3 Radacinile de ordin 7 ale unui numar
cotnplex S Rt e
118 Bcuatiitbinome s s e SR
1.19 Aplicatiile trigonometriei in geometrie . . . .
Geometriey Sl Gle Gl Tt e
2.1 Paralelism si calcul vectorial .............
23001 Seamente orientate o R
2.1.2/Veetori. Operafii cu vectori .. . .. ..
2.1.3 Descompunerea unui vector dupa directii
datei e it Sl e S e
2NV ectorrcolimar SEU R SREEE R
2.1.5 Vectorul de pozitie al unui punct . . . ..
2.1.6 Teorema bisectoarei, vectorul de pozitie
al centrului cercului inscris intr-un triunghi. Relatia
Sy vesterat bl e pu I R B
2.1.7 Teorema lui Menelaus. Teorema lui Ceva.

90

23

25

26
27

32
33
34
36
37
44

44

45

47
48
49
61
61
61
64

69
70
72

74
76



2.1.8 Produsul scalar a doi vectori .........
2.2 Elemente de geometrie analiticd ...........

2.2.1 Reper cartezian. Coordonate carteziene . .

2.2.2 Coordonatele unui vector. Operatii cu
vectori in coordonate carteziene ..............
2.2.3 Coordonatele punctului care imparte un
segment intr-un raportdat ..................
2.2.4 Ecuatii ale dreptei inplan ........ ..
2 2.5 Coliniaritate, CONCUIEMIAL , , wic b v v ity
2.2.6 Paralelism, perpendicularitate . .......
2.2.7 Calcule de distante siarii .....,.....

91

77
79

80

81
82
83
84
86



1. Trigonometrie
1.1 Unititi de misurd pentru unghiuri si arce

Definitie. 'Unghiul reprezinta figura geometrica formata din
Zoua semidrepte inchise, care au aceeasi origine.

Definitie. Gradul sexagesimal reprezintd médsura unghiului
2l cu a 180 a parte dintr-un unghi cu laturile in prelungire si
corezintd unitatea de mésurd pentru unghiuri.

Valoarea maxima a masurii unui unghi este 180°.

Definitie. Fiind dat un cerc de raza r, un arc mic AB de pe
«t cerc are masura de 1 radian, dacd lungimea arcului 4B este
acur.
Un cerc are masura in radiani egalé cu 2n

Exemple: 30° = — 450 = Z 90° = E 180° =, -
Fiind dat un cerc si un arc al cercului care are méasura in grade

=% » si masura in radiani egala cu a, atunci are loc relatia:
180% - a

4

n=
Exemple: a) Pentru un arc de 309, masura in radiani este:

_"-300_1t

1800 ~ 6
- s w90 m
Ffentru un arc ae ,masurainra lanl: @ = 1800 —'2-

Fiind dat un cerc de raza r, doud puncte pe cerc 4, B si
wwisura in radiani a arcului 4B, atunci are loc formula:

l(arc AB) = 1+ .
Exemplu: a) Fiind dat un cerc de razd 2 cm si doud puncte 4,
% = cerc astfel incat masura in radiani a arcului AB este 7, atunci
smgimea arcului de cerc 4B este: I(arcAB) =2 -1 = 2m.
» Lungimea unui cerc de raza r este 2mnr.
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1.2 Rezolvarea triunghiului dreptunghic

Definitie. A rezolva un triunghi dreptunghic inseamna a
determina lungimile tuturor laturilor §i mérimile tuturor
unghiurilor sale atunci cand se cunosc o parte din aceste marimi.

1.2.1 Functiile trigonometrice ale unui unghi ascutit al unui
triunghi ABC dreptunghic in 4

(€

b ¢
sinB =—, cosB =—

a a

¢ b ;
sin€C =—, cosC =~— b g

a a

¢ A ¢ B

tB—b toiGis=
B i

el
Cleis el S

1.2.2 Valorile functiilor trigonometrice pentru unghiurile
uzuale ale unui triunghi dreptunghic

o T ' S e
senes slng =iy Hitg &
n'_\/§ T 2 z 1
COBT =ik oS im e b o
L
tge = tge = 1,tg= =
e
n V3

— =3 tg- = 1,tg= = —
ctg \/—,g4 e




1.2.3 Cazuri de rezolvare a triunghiului dreptunghic

a). Se cunosc catetele b si c. Se aplica teorema lui Pitagora si se
b

obtine: a = Vb% + ¢?; tgB = =5 de unde rezultd B. Apoi avem
C=90" =B,

Exemplu: Se dau b = 5v3; ¢ = 5. Atunci a = Vb? + ¢% =

b -GV3 -
C=90"—B=90"—-60° =300
b) Se cunosc ipotenuza a si cateta b. Se aplicd teorema lui
b

Pitagora si se obtine ¢ = Va? — b?%; sinB = =~ de unde rezulti B,
apoi € = 90° — B.

Exemplu. Sedaua = 6,b = 3. Atunci ¢ = V62 — 3% = 3v/3;

SE Sl

Sl sess 30°,¢ = 90° — 30° = 60°.

¢) Se cunosc ipotenuza @ si un unghi ascutit, de exemplu B. Atunci
avem: b = a sinB,c = a cos B, € = 90° — B.

Exemplu: a = 10,B = 30°, Atunci b = 10-sin30° = 5;
.
c= 10 :cos30) = 10-{—: 5-4/3; € =90° —30° = 60°.
d) Se cunosc o catetd si un unghi ascutit, de exemplu b, B. Atunci:

b
=— .c=bctgB; C=90°-8.
& sinBC &

42;

& = = 0 i = =
Exemplu: b = 4,8 = 45°. Atunci a “in 450
c=4-ctg45° = 4; C =900 — 450 = 45°,



1.2.4. Egalitati trigonometrice intr-un triunghi
dreptunghic

Intre laturile si unghiurile unui triunghi dreptunghic exista
diverse egalitati, care se demonstreaza in general folosind
formulele date de functiile trigonometrice intr-un triunghi
dreptunghic si / sau teorema lui Pitagora.

Exemple:
1. sinB + cos B = sinC + cos C;
! b Ty G b
Solutie. sinB =—;cosB =—;sinC =—; cosC =—
a a a a

; y b e bt e
sinB+cosB =sinC+cosC< —+— ==+~
a a a a
2. sin?4 + sin?B + sin®C = 2;
Solutie. sin®4 + sin?B + sin’C = 2 <
2 2
c
<:>1+ +—-—2<:>b2+c = a2, adevirati.
(a+b+c)?
3. (14 cosB)(1+cosC) = Tl

Solutie. (1 + cosB)(1+cosC) =1+ cosB +cosC +
¢ b b a+a(b+c)+bc

+cosBcosC—1+a+E+zﬁ i

2a* +2a(b+c)+2bc_a + a? +2a(b+c)+2bc_
o 2a? i 2a? T
O
fl S 2a? g

1.2.5 Aplicatii

1. Si se rezolve triunghiul dreptunghic 4BC, stiind ca:
b+c=7sib—c=1.



Solutie. Rezolvand sistemul format din cele doua relatii
obtinem b = 4 si ¢ = 3. Din teorema lui Pitagora, rezulta a = 5.

S AR
Apoisin B = Pl sinC'= =

2. Sa se rezolve triunghiul dreptunghic ABC, stiind ca B = 2C
si ca mediana AM = 12.

Solutie. Stim ¢d BC = 2+ AM = 2+ 12 = 24. Intre unghiuri
avem relatiile: B = 2C, B + C = 90°, de unde B = 60°, ¢ = 30°.

BC 3
Atunci AB ==~ = 12 i AC = BC sin60° = 24-%: 12V3.

3. Sase rezolve triunghiul ABC dreptunghic in 4, stiind ca
inaltimea AA =5 i C = 2B.

Solutie. Avem ca: B + C = 90° si C = 2B si prin rezolvarea
sistemului obtinem B = 30° si € = 60°,

Din triunghiul dreptunghic A4 B avem:

AA 5 ; B i ; ,
= I = 10, iar din triunghiul dreptunghic AA C,
) 2
VL. | i, VR
sinC ﬁ \3 \3
7

4. Sa se arate ca intr-un triunghi dreptunghic ABC este
adevarata egalitatea:
sin?B(tg B +tg C) = tg B.
Solutie. sinB(tg B +tgC) =tgB <
b? (b C) b b2(b? + c?) s

padier S i e afhe ¢
b(*+¢®) b afh b
D e B el S e T
a‘c ¢ ate ¢
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1.3 Cercul trigonometric. Functii trigonometrice
1.3.1 Cercul trigonometric

Definitie. 'Se numeste cerc trigonometric, un cerc de raza 1,
inzestrat cu sens pozitiv sau sens trigonometric ( sens contrar
acelor de ceasornic ) si un punct 4 fixat numit origine.

Fiind dat un cerc trigonometric de centru O si origine A4, vom
alege un reper cartezian, pe care-l vom numi reper cartezian
standard dupa cum urmeaza:

— originea axelor de coordonate va fi punctul O;

— axa Ox va fi dreapta OA, astfel incat vectorul OA4 s aiba sensul
pozitiv;

— axa Oy va fi dreapta OB perpendiculard pe OA, cu punctul B pe
cerc, astfel incat arcul mic 4B sa pastreze sensul trigonometric.

Notam cu A’si respectiv B punctele diametral opuse ale lui 4
si respectiv B in cercul trigonometric.

Dreptele AA si BB impart cercul trigonometric in patru parti
numite cadrane, dupa cum urmeaza:

A
IT I
Al ol
[0) i
111 v
Iy

— cadranul I — obtinut prin parcurgerea in sens trigonometric de

la A la B, corespunde intervalului (0, g) 3
— cadranul II — obtinut prin parcurgerea in sens trigonometric de

laBlaA’, corespunde intervalului (% n) g
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