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Capitolul I

MULTIMI DE NUMERE. RADICALI

L ErcurNrc oercuNrcA utrrunncA
l) Daci a e N qi Ja e Q, atunci Ja e X.

2)Dacda, b e N si Ji +Ji e Q, atunci Jae x qi JbeN.

3) Dacd a qi b ntsunt p6tratele unor numere ralionale, atunci di +.61e q.
-l)Dacdae Q qibe IR.\Q=@tb)eR\Q.
5)Dac[ a€Q. qibe R\Q=aDelR.\Q.

t t- t iT
6) J;$ - nla+'la'z -b * la-'la2 -b .ya, b>0, a>Ji. (formula radica-\ 2 '! 2

lilor compugi).

O nofiune relativ recent[ in matematicd este noliunea de evaluare p-adicd (p-adic
valuation in limba englezd, valuation p-adic in limba francezd). Aceastl noliune
constituie un mijloc sistematic qi adesea eficace pentru rtilizarea in toatl ,,puterea" ei
a teoremei de descompunere in factori primi. Degi nu este un panaceu, metoda
furnizatd de aceastd noliune se dovedeqte utild in multe demonstralii sau rezolv6ri de
probleme de aritmeticE. Pentru inceput avem nevoie de urmitoarea:

Detinitrie: Dacd p este un numdr prim, ne N*, atunci evaluarea p-adicd a num6-

rului n estecelmaimarenumdrnatural ftastfel incdt pk lm. Sevanota k=vp(n).Ct
alte cuvinte vr(n) este exponentul luip in descompunerea in factori a numdrului n.

EXEMPLE: vr(2)=1, v.r(27)=3, vr(10) =1, vt(20) =0, vr(49) =2, vr(51) =3'
Urmdtoarele proprietdti ale evaluirii p-adice sunt uqor de dovedit, este nevoie doar

de o oarecare abilitate in manevrarea proprietdlilor cu puteri.

PI. Dacd neN- qi n se descompune sub forma n= pro''pro''...'pkoo , atunci

pentru orice 1<i<k ,vo,(n)=a.,, iar dacd p este distinct de p, cu l3i<n, atunci

vo(n)=O.

EXEMPLE: Daci n=144, atunci c;um 144=24 .32 avem vr(n)=4 , vr(n)= 2 $i

pentru orice num[r prim p > 5, v o(n):0 .

P2. Dacd m,n€ N*, atunci mln dacd qi numai daci vo(m)<vo(n), pentru

oricep numdr prim.

P3. Dacd a, b€ N*, atunci pentru orice numir prim p au loc egalitdlile:

(r) v o(la,b7) = max{v o(a1,v r(b)\
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(ii) vr((a,b);=min{vr(a),vr(D}, unde pentru x, ye N* se noteazr max{x,y}

cel mai mare dintre numerele x,y, min{x,y}cel mai mic dintre numerele x,y, iar

lo, bl, (a, b) reprezintd cel mai mic multiplu comun, respectiv, cel mai mare divizor

comun al numerelor a, b.

Observalie: Ne va fi util6 egalitatea x! y:max{x,y} + min{x,y}, x,ye N.

P4. Dacd a, be N* gi p este numlr prim, atunci:

(r) vr(a. b) = v o(a) + v o(b)
(ii) v o(a +b) >min{vr(a),v o(b)}.
Dacd vo(a)+vo(b), atunci in (ll) avem chiar egalitate.

intr-un caz, oarecltm general, se poate determina ugor evaluarea p-adicd qi anume

in canil factorialului. Pentru acest rezultat avem nevoie de c6teva noliuni.

Detinilie: Fie ne N*. Numim factorialul lui rz numdrul nt=l'2'3'...'n .

(Se mai citegte n factorial.)
EXEMPLE: 3 ! = 1 . 2. 3 = 6, 5t = l. 2. 3. 4. 5 : 120, ll :7.
Amintim cddacd ae Q, existdqi esteunic ke Z, astfelinc6t k<o<k+1.
Num5rul ft se numeqte partea intreagl alti a gi se noteazd [a].

ft] f t1
EXEMPLE: l-l=l l--l=-2. l-31=-3.-"' Ll l '1 3-l -' L "r

Deremarcat cddacd 0<a<1, atunci [a]=0 gi dacd a,be Q, atunci

la + bl>fa)+lul.
Ultima inegalitate nu este chiar triviald, dar dacd ne gdndim cd a qi b pot avea

p6(ile fraclionare mai mari sau egale cu 0,5, atunci totul se justific[.
Acum putem enunla un rezultat important legat de evaluarea factorialului.

Teoremd (Formula lui Leeendrd: Dacd p este un numir prim qi rie N*, atunci
TlTln?tT-l

v.(nt)=lLl+l+ l*. Itl+ 
IP' 

lp ) lp' ) "oolp* )

Comentariu.' Cum existd i e N astfel incdt pi >n tiafunci l+l=0. V/> i.apa-
lP' )

renta sumd infinitd din membrul drept este finitd, insd nu gtim de la inceput ,,unde se

termin6". Din aceastd catzdapar punctele de suspensie.

ExEMrLE 2 n:7, p=2. Attnci v,(7u:l:l.l+1+[+]=3+1 +0=4.

n:txo,p :5. Atunci v,(r00!) =[+].[y].[#] =20 + 4+o =24.

,,Puterea" acestei teoreme va fi pusd in eviden{6 mai tdrziu, in acest moment re-
zolvdm un exerciliu tipic acesteia.
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: in c6te zerouri se termind numirul 2013!
Cum 10 nu este numdr prim, teorema nu poate fi aplicatl ad litteram.

lO=2-5. Cel mai mare exponent n astfel incAt 10'| 2013! este:

I 3 !), v, (201 3 !)) .

lui Legendre spune imediat c[ este v, (2013 !) , adic[

i x e N, astfel incdt num[rul -,4(x) : JA A 3 - -. *Y +13 sd fie natural.

x) 5,numirul(1 .2 '3. ... .x)2 arcultimacifr[0, iar(l'2' ...'x'12+13
ultima cifrd 3 qi A(x) nu poate fi numir natural. Verific6m pentru r < 5.

): ./i+13 =JZe N.

/dZ): JO,rym=dzeN.
{3): JA2aY +t3=J+9 =7e N.

A(4): Jy.r+ 4Ym = J58e e N.

{r) este numlr natural pentru r : 3.

Frc a, b, c ) 0. Demonstr a\i cd &f i*.&f ,*h=2, dacr $i

Roman{a Ghitd, Ioan Ghi1d

se scrie echivalent:

* lE(r*G) Ji =zJo .6 (t +Ji +Ji +Ju")o

o Ji (.6 * Ji * Ji * Jn")+ Ji Ji(r+ Ji +r *.,6)=

: Ji.Ji.(z+zJo +2Ji +zJ-uc)e

o Ji.(J, * zJuc +.'/I)= Ju".(Jo *zJt" +Ji)a
o Ji = Jb" a ct - bc' 
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3.Fie n e N. ginumerete a=J;-ffi, b=Jn*J+r-+. Calculagia-b.
Solufie:

n - J4n4 = n -)Jp -1 = n -t -2,[n -t+l =(\fiJ)' -2. Jni 1t =

: (J"t-\' .

n + J4n 4 = n-t +zJn-t+r =(..fi -r )' *r. J"-l+ r =(".fiI+ r)'

o-b:lJ,{-rl-lJ,-r+rl
pentru n : I, a_ b : l_{ _1 = 0.

Pentru n>2, Jn+1>1, deci Jn-l-1>0 qi Jn-l+1>0.
a- b: Jr-l-l-Jn-l -1=-2.

in concruzie, a - b : 
{\r: ;N, n > 2.

4. Determina[i perechile (*, y) denumere naturale nenule pentru cate a=4*!-x+1 y+l
este numdr intreg.
Solulia I:
Pentru orTce x, y e N, avem:

x2 v2 x2-l+l v2-l+[ (x-l).(,r+1) I (y-l)'(y+l) I

x+l y+l x+l y+l x+l x+l y+\ y+l
11=x*y+ - + -2." x+l y+l

a e Z, dacr gi numai 6u"5 l*-!. x.x+1 y+l

Pentrux,y e N* ?x ) 1,y> l= ++l=1*1=l cu egalitate dacd 9i numai)r x+l y+l 2 2

dacdx: y: l.

Solutria a II-a:
x2 y2 x2+x-x v2+v-v ( x v )

u: ...........-T- =-T- = rT y -r 

-T- 

I=x+l y+I x+l y+l " (r+l y+l)
2xv*x*v (xv+x+v+l)+(n-l\ xv-l

- 
eIi' ------:--------- - 

vf r' 
--- 

yJ 1,-I 
-----------:-" (x+l)(y+l) " xy+x+y+l xy+x+y+l
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Dar 0 < xy-1.*!.xy* x*y+ l,Yx,y e N qi atunci a e1. dacd;i numai dac[

x . y - 1 : 0, ceea ce are loc numai pentru x : y : l.
Prin urmare, existi o singurd pereche de numere naturale nenule- gi anume (1, 1),
pentrucareaeZ.

5. Afla(i cel mai mare numdr natural n pentru care 3'divide numIrul 1 . 2 - 3- ... . 2013.
Solulie:
Dintre numerele l, 2, 3 , . . ., 2013; (s) fiecare al keilea num6r este divizibil cu 3.

20t3:3.67t.
in qirul(s) sunt 671 numere divizibile cu 3.
Dintre aceste 67i numere, fiecare al treilea num[r este divizibil crt32.
671 :3 . 223 + 2, deciin qirul (s) sunt 223 nrmere divizibile cu 32.

Proced6nd la fel, aflEm c6te numere din girul (s) sunt divizibile cn 33 ,34,35, ... gi apoi
afl6m exponentul lui 3 din descompunerea in factori a num[rului 1 . 2 . 3 . ... . 2013.
La implrtirile efectuate am re{inut doar c6turi1e impir{irilor, acestea fiind p64ile
intregi ale numerel or 2013 : 3,2073 : 32,2013 : 33, etc.
Deoarece 36:729 $i 3':2187, oblinem:

Izor:-] [zor:-] [zor:-l Izor:l Izor:l Izor:ln:l l+l l+l l+l I+l --l+l---l=671+223+74+24+
L 3 _l L3'_l L3' j 13, _l L3'l13. l

+8+2:1002.
31002; 120t3!) qi 31003 X eot3l) = n:1002.

6. Determin a\i parteaintreagd qi partea fraclionard a numdrului {, unde:
b

111
f,-I !- cr"- Jr*Ji ' J1+Jl' ' J e+J+s ''

, J, -$ Jt - J, J4e -J4BI-] I-" J, Ji "'6 J, "" J4e J48'
Solulie:

1 1 t Jr-Jl J1-J,
^--!-I f- I________________ l '- Jr*Ji "'6 +Jl' J4e*J+8 (Ji+r)(f -,) (..6.Jr)(..6-Jr)

* , - @, ,4 -, =J1-f .f-"{' *..*@-R =Jr-Jr+Jj-J1+(J*.J*)(Jo-J*) 2-t 3-2 4s-48

- ... + J49 -J48 = J+g-d = 7 -t=6.
, J, J' Jt J, J4e G8f 

---r 

r-" J, Jl J, { ' Jt J, J, J-2 J4e J48 J4s J4B 
-

-1-1-l-1--1-1-r-!-9Jr Jr'J, .'6 J48 ,t4s-' 7 j
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