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CAPITOLUL 1 . FUNCTII PRIMITIVABILE

Conceptul de primitivi a ap[rut in gtiin(tr din nevoia de a cerceta comportarea glo'
ball a fenomenelor naturale descrise de unele functii avind variafie local[ cunoscute.

Problemele concrete de fizicl, chimie, biologie, geometrie - mai ales acelea care

admit o modelare diferen{iali - au impulsionat conturarea treptati a nofiunii de

primitivl 9i de integral[ definitl.

1.1. Definifie. Fie "/ c IR un interval neredus la un singur punct ("/ e interval

nedegenerat). O funcfie F:J -> lR se numegteprimitivdpeJ aunei func1ii/:"/+ R

dac[ F este derivabiln pe "/ 9i F'(x) = f(x) pentru orice x e "/. CAnd punctul r din

aceastil definilie este o extremitate a lui "/, prin F'(x) se noteaztr derivata laterall a lui

Fin punctul x.

Se spune c[ o functie f : J + IR. admite primitive pe ./ (/este primitivabill pe "/ sau/

este o derivati) daci existl o primitivl a lui/pe J.
Nofiunea de primitivl a fost introdusl de I. Newton (1665) sub denumireadetluentd.

1.2. Observafie. Notlm in continuare cu P(/) mullimea tuturor funcfiilor primiti-

vabile pe ./, cu C("/) mul(imea tuturor funcfiilor continue pe./ 9i cu D,(J) mullimea

tuturor funcliilor ce au proprietatea lui Darboux pe J, J fiind un interval nedegenerat

din R.

Notim ln continuare cu.Iun interval nedegenerat din IR'.

1.3. Propozigie. DacI funcfia/: "/ + ]R admite o primitivi F pe J, atunci restriclia lui

F la orice interval nedegenerat / c,/ este o primitiv[ a restricfiei lui/la /.

1.4. Propozifie. DacI F 9i G sunt dou[ primitive ale aceleiagi funcfii/: "/ -+ ]R, atunci

existi /c e IR astfel inc6t

F(x)-G(x):k,YxeJ.

1.5. Teoremtr. Dac[ func1ia/este continue pe intervalul nedegenerat J, afinci f ate

primitive pe.I.

1.6. Observagie. Din teorema anterioarl rezultl cA C("/) c. P(J). Facem precizarea

ctr relafia P(J) c. C("/) nu este in general adevirati, dupi cum se va putea obsewa

din exemplul urmEtor. Teorema anterioari se mai nume$te gi teorema fundamentall a

calculului diferenlial gi integral.
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pe IR.

Demonstralie: Pentru o : 0, functia/este funclie nuli, deci/e continui gi atunci/are
primitive pe IR.

Pentru o. * 0, functia/e continud pe IR \ {0} gi in x = 0 are un punct de discontinuitate
de spefa a doua. Integrdnd prin p6(i pe orice interval ce nu confine originea, oblinem:

J,'"(i)r,=l[*,(;))' **='' ,o.o -ff.o,ed, (r)

12,..^"o v+A
Aceastane sugereazi considerarea func{iei g: IR -+ R, g(x): I o -""r'^-u.

I o, r=o
Func(ia g fiind continui pe IR, va exista G o primitivi pentru g. Folosind (l), deducem

c[ o primitivl Fpentru/va trebui sd fie de forma f' : IR. -+ R,

l*' cr

F(x)= j;'*t;-G(x)+q' x*o 
^

L "r, 
x=o

Din construcfia lui I' avem cd F e derivabili pe IR' 9i F'(x) = -f (x), y x e jR'. Din
condilia de continuitate a lui F in punctul r : 0 obfinem cd

| *' cr,

F(x)=l;'t*;-G(x)+ct' x*0. 
Q)

t -G(0) + c,, x =0

Atunci F'(0) =,,-r(x)-r(0) =ti-( L..oro - 
G('r)- 9(0)l = o- c,(0) = -g(0)=r+o x_0 x+o\o I x*0 ,)

= 0 =./(0), deci Fe derivabil[ 9i inr:0 qi F'(0)=/(0). Apdar, func(ia.F datl de
rela{ia (2) este o primitiv[ pentruf Atunci, pentru a * 0, funcfia/este discontinu6 gi

are primitive pe IR.

l.8.Teoremr (Darboux, 1875). Dacd functiaf : J -> IR este derivabild pe -/, atunci
derivata sa f' are proprietatea lui Darboux pe./.

1.9. Propozifie (condifie necesartr de existenftr a primitivelor)
Dacd funcfia f : J + IR are primitive pe J, atuncif are proprietatea lui Darboux pe./.
Avem deci incluziunea P("/) c. D,(J) .

l4 | Matematictr de excelenli



Demonstralie.. Din ipoteztr rezultl cd existi F o primitiv[ pentrul Atunci din teorema

lui Darboux rezultl ci F' arc proprietatea lui Darboux, deci f are proprietatea lui
Darboux pe J.

1.10. Observafie. Reciproca proprieteiii anterioare nu este in general adev[ratl, adici
D.(J) tr P(J). Acest lucru rezult[ din urm[torul exemplu:

Funcfia-/: R -) R, ,f(x) ={tt,,(*)' 
**o,are 

proprietatea rui Darboux pentnr

I a' ,=o
a e [-1, l] gi are primitive pe IR doar pentru a: 0.

Din cele spuse anterior rezultd c[ avem urmitoarea diagramI:

Agadar, C(J)c P(J)c.D,(J), incluziunile fiind stricte.

1.11. Consectnttr. Fie./c R un intervbl nedegenerat 1if : J + IR o func(ie. Atunci

avem:
l) Dacl/nu are proprietatea lui Darboux pe J, fisncifnu are primitive pe "/.
2) DacI Im/nu este interval, atunci/nu are primitive pe J.
3) DacI / are un punct de discontinuitate de prima spe[6, atunci func1ia / nu are

primitive pe "I.

lrinr, r*0
1.12. Exemplu. Funcfia/: IR -+ IR,,f(x) = 1 x ' 

nu are primitive pe IR.

[ 2' x=o

Solulie: Avem cl/este continui pe IR. \ {0} qi liq/(x) = 1 * f(0) =2, decix = 0 este

punct de discontinuitate de prima spefl 9i atunci/nu are primitive pe IR.

1.13. Exemplu. Funcfia/: IR + IR,,f(x): [r] nu are primitive pe IR, deoarece R e

interval gi tm/: "f(R) = Z nu este interval.
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1.14. Propozifie. Dac[ funcliilel g: J + IR au primitive pe"/9i ], e lR, atunci gi

funcliile/+ S,L .f,f - Sau primitive pe,/.

Demonstralie: intr-adevir, dacd F, G : J -+ IR sunt primitive pentru f respectiv g,

atunci func{iile p 1G,},.Fgi F-G suntprimitivepentru/+ g,?r.f,respectiv/-g.

Coxotltr sunoENTE cA uN pRoDUs DE DouA ruNcTu pRlMtnvABt[E

sA HE Tor o FUNCTIE pRtMtilvABtrA

Produsul a doui funcfii primitivabile nu este in general o func{ie primitivabili.
Pentru aceasta se poate consulta problema 1,{.6.

Vom da in continuare condilii suficiente pentru ca produsul a dou[ funcfii primiti-
vabile si fie o funcfie primitivabil6.

1.15. Propoztfie. Fie ./ c R un interval nedegenerat si f, s : "I -+ IR. dou[ func(ii av6nd
proprieti[ile:

I )/admite primitive pe "/;
2) g e derivabili cu derivata continui pe./.

Atunci funcfia/.g admite primitive pe "/.

Demonstralie.. FieFo primitivipe"/9ifuncfia u:J+ IR, z(x): g(x).F(x).Atunci a

e derivabild pe "/9i u'(x)= g'(x).F(x)+g(x) .f(x). Atunci/. g: u,- g, . F are pri-
mitive pe "/, fiind o diferenli de doui funcfii primitivabile (prima are primitivd pe u,
iar a doua are primitive, fiind continui).

1.16. Propozifie. Fie "/ c IR un interval nedegenerat si f, s :./ -+ IR doutr funcfii av6nd
propriet{ile:

l)f arc primitive pe "/;
2) f(x) * 0 pentru orice r e "/;
3) g e continui pe "/.

Atunci funcfia/. g are primitive pe "/.

Demonstralie: FieF:J+ IR oprimitivipentru/ Din F'(x)=.f(x) *0, V x e J,
rezulttr cd F' are semn constant pe J, deci .F e strict monotoni. Considertrm func(ia
H : J + F(J), date prin /{x) = F(x), v .r e ,/. Func(ia 11 astfer definittr este
derivabill, surjectivtr" injectivl (I/ este strict monoton[) gi H,(x) = F,(x) * 0, V x e ./.
Rezultl atunci c[ func{ia invers[ II-t : F(J) +./este derivabill.
Funcfia g " I/-.t : F(J) + IR are primitive, fiind continul. Fie atunci G : F(J) + ]R o

primitivl a func[iei g " Ift . Atunci func1ia G o H: ./ + IR e derivabili pe -/ (compunere
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de tunc(ii derivabile) qi (G.I/)'(x)=C'(A(x))'H'(x)=(g'Fl-')(A('))'H'(x)=

= g(r) .f (x) ,Y x e J. Agadar, funcfia G o Heste o primitivl pentru functia/' g'

1.17. Teoreml (W. Wilkosz). Fie ./ c IR un interval nedegenerat Sif, g : J -+ IR doui

func1ii avind proprietlfile:
l)/admite primitive Pe "/;
2) f mdrginit[ superior sau inferior;
3) g e continui.

Atunci functia/.g admite primitive pe"/.

Demonstralie.. Presupunem c6/este mlrginit[ inferior. Atunci existd z e IR' astfel

inc6t /(x) ) m, V x e J. Atunci funcfia/- h admite primitive pe J qi nu se anuleaz6

pe "/, unde h : J -+ IR, /?(r) = m. conform propoziliei anterioare, functia (f - h)' g are

primitive pe./. Deoarece h . g are primitive pe.I fiind continud, deducem ci Ei/' g are

priritir" pe./. Analog se procedeazd dac6f este mirginita superior.

1.18. Propozifie. Fie ./ c IR un interval nedegenerat Si./) S :./ + R. doul funclii av6nd

propriet{ile:
l)/admite primitive;
2) g e derivabili gi cu derivata mlrginit[.

Atunci funclia/.g admite primitive pe -/.

Demonstralie.. Fie F o primitiva pentru I Atunci funcfia F ' g este derivabilS 5i

(F.g), =.f . g + F.g',decif .g= (F 'g)'- F.g'. Cum funcfiag'are primitive 9i e

marginite, iar F e continufi, din teorema lui Wilkosz deducem ci func{ia F ' g' are

primitive qi atunci/.g are primitive (diferen(6 de doul func{ii primitivabile).

1.19. Exemplu. Aritafi c[ funcfia ft : ]R + IR, &(x) : x*0
are

x=0f-,., ",[1]

primitive peR..

solulie:Fie func(iilel s: IR + IR,/(x) - {ttn!' 
**o 

,g(x): ln(x2 + 4)' Deoarece/

I o, x=o

are pimitive qi g e derivabili cu derivata continul pe R', deducem c[ funclia h : f ' S
are primitive pe IR.

Analiztr matematici. Clasa a Xlt'a | 17



(

1.20. Exemplu. Fiea e IR 9i tuncfia&: IR -+ R, ft(.r): Jr'-a';'sin1, 
x*0.Atunci

I o' x=o
rezulti cd h are primitive pe IR.

Solulie:Fie tuncfiitel g : IR -+ IR,/(x) - {'i"1, '* 
0 

ui g(x) = l, - orl.Cum/are

I o, x=o
primitive gi e mirginitd, iar g e continui, din teorema lui Wilkosz rezulti c[ funcfia
h :f . g are primitive pe R.

1.21. Teoremtr (Teorema tui Jarnik). Fie -/ g IR un interval nedegenerat Si.t S :"/ + IR

doud func(ii avdnd propriet[file:
l)l g primitivabile pe -[
2) S@)* 0 penffu orice x e ./.

Atunci funcfia L 
^r"proprietatea 

lui Darboux pe,I.
o6

Demonstalie; considerdm funcfia n=L si a, b dour elemente din -/ cu h(o) * h(b),g
iar 1. un numlr real situat intre h(a) si h(b). putem presupune cd h(a) < l. < h(b) (l).
Din faptul cd g e primitivabild, rczurtd cr g are proprietatea lui Darboux p" "r.'c60 e Im g, deducem ci g pdstreazd semn constant pe.I, deci s@) . g(b)> 0. Daci g(a) > 0
$i g(D) > 0, atunci din rela(ia (l) obfinem:

f (a)-7". s@) <0 < f (b)-)".s@) .

Cum funcfia f - ?'' 'g are primitive pe J, rezultd ci ea are proprietatea lui Darboux pe .I,
de unde deducem cd exist[ c situat intre a gi 6 astfel inci,fi f @)-?,.s@) : 0 <+ hid:
= 1,. Daci s@) < 0 gi g(D) < 0, atunci se procedeazi in mod analog. Agadar, funcfia

f
n = I are proprietatea lui Darboux pe -/.g

1.22. Obsenafie. Existi funcfii primitivabile al cdror cit nu este o funcfie primiti-

vabili. se poate ardta cdfuncfia g : [-1, l] -+ IR, srq =i, iar pentru.r * 0 graficul lui

g este format din p6(i egale de triunghiuri isoscele de inilfime egal6 cu I construite pe

segmentere[r.rtr I I I- ln*t' ,)'l-;'- r-,)'n' N" are primitive pe [-l' l]' Pe de alti
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I o ,.,xe[-1, l]\{o}
parte, pentru a2l,func{ia/: [-1, l] + R,/(x): .14+g(r) ,undeg

l#'*=o
este functia anterioarfl, este citul a doul funcfii primitivabile, dar/nu este o funqie
primitivabil[.

1.23. Exemple. Funcfiilel g: IR + IR. definite prin

r(x) ={t..,"(;)'' * 0, 
g(,) = {'.,'"(+)'' 

* o

I s,r=o I z,.r=o

sunt primitivabile pe IR, iar citul 
", ! 

nu are primitive pe IR.

Solulie:Avem sin3 a = sin2 a' r;n, = J-11 - cosla} sin a = L' rin o- 
|trtn 

r, - sin a) =

3l^: l.sina --sin3a. Atunci44

.r (x) ={t 
. i"" (+) - i''" (i)' x * 0 

= h(x) * lo,ra> - Io,r,r,
t 8''tr=o -

R r(x) =8, h@)=i"'(*)' 
**o 

, ,r(*)--{''"(1)' x*0 
.

I o,x=o I o,.r=o

Cum 14,14,14 au primitive pe IR, va rezulta cd f =fr*lrr-!r, *"primitive pe IR.

De asemene% g:2 + h2 are primitive pe iR. Avem

[/),, = {,','(*)-,,'"(+). 
4, x * 0 

= 4-2. h@)*{""(+), 
r * 0.

\si [ +,.r=o I o,x=o

Atunci L nuare primitive pe IR, deoarece primele doud funcfii din suma anterioarl
g

admit primitive, iar a treia func(ie nu admite primitive.

1.24. Propozifie. Fie ,/ c IR un interval nedegenerat qi /: IR. + IR, I : J + lR doul

funcfii avdnd proprietd{ile:

l)/admite primitive pe IR.;
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