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Capitolul I

MUTTIMEA N UMERETOR REALE

A. ELEMENTE orrruNrcA ulrrunncA

1. Fie r, / numere reale y+]. ;tiina cd x.(x-2)=ay.(y-l), ardtalicd numIrul"2
x-l

z =- este intres
2v -l

Solufia I:
x' (x - 2) = ay' (y -r) e x' - 4y' - 2x + 4y = 0 <+ (x - 2y) (x + 2y) - 2(x - 2y) = o e
<+ (r- Zy)(r+2y -2)=0= x -2y=0 sau x*2y -2=0.

t. Dacd x-2y=0= x=2y.Atunci +l =?'-\ =teZ, pe I

' 2Y-l 2Y-l ' ' ntru Y+''

ll. Dacdt x+2y-2=0=x- -2y+2. Atunci +--2!+2--1=-1e z,Yy+!.2y-l 2y-l 2

in concluzie, dacd sunt verificate condiliile din enun!, numirul z este intreg.
Solulia a II-a: x.(x-2)=ay(y-l) e x2 -2x- 4y' -4y e x' -2x+l=4y' -4y+le
<+ (r- t)' =(zy-l)' <+ lx- tl=lzy-rl = l=l =t,vy *1 oj-lr. {-r: t}cz.

lZy-tl 22y-l(J
2. Diferenla dintre media aritmeticb gi media geometricS a numerelor nafirale a qi b

este 1. Ardtati ce ! si 4 ,ort pdtratele a doud numere naturale consecutive.' 2',2
Solulie: Fie a > b. Atunci j-A=1(+ a+b-2Jab=Zo(Ji-Jb)'=2 e
o Ji -Ji = J-z a J; = J, + Ji e a = b +2+2Jzb a a-b -2 =2J%

Deoarece a-b-2e N =JzU.N,deci b=2k',freN. oblinem !=+=ft'$i22
a _2J2b !b+2 _2.2k+2k, +2 

=k, +2k+l=(tr+t), .222
3. Fie a,b,o",$ numere rationale, a>0, b > 0. Ardtali c5:

a) dacd (J; *6). q, atunci J". Q qi Jre Q;

b) dacd (J; -6). q, atunci J". Q qi Jre Q;

c)dacr ("Ji+BJi).Q,atunci J".Q ;i JbeQ.

sotu,tie: L) J;+Ji=ffi.Q. Deoarece (a-b)ee, rezutti (J;-6).q
10 I Matematici de excelenli. Clasa a Vtll-a



r- (Ji *l-b).(J; -Ji) r; (#* Ju)-(J; -Jr)
Atunci fi =#eQ si Ja =7e'Q.

b) proced[m ca la puncrul a): Jo -Ji =ffi.Q. Deoarec e (a-b)eQ, rezultd

(Ji *Jr). q. om (Ja tJa). Q oblinem J". Q qi ".6e Q.

c) Distingem urm6toarele situalii:

cr) o<0, g<0. Din oJi+\Jb=re Q ob!in"* -oJi-PJb=-re-Q cu--cr>0,

-F , o 
"uu 

Gi *^[9\ =-reQ. Aplicdnd a), obline^ ',[*o.Q qi Jpte Q sau

-oJi.Q qi -g^,6e Q,deunde Jae Q qi JreQ.

c2) Dacd u>0, B>0, atunci oJi*9Jb=lE;*JB5).e. Din a) oblinem

'[o] 
r.Q qi Jp'b e Q sau oJi .Q qi 9.6 e Q. Rezulti Jo . Q, Ja ' Q'

oJi+1Ji=(JJ;-Jp%).Q ei,aplicdndb),deduce,,',[-o?o'Q qi JB\ e Q sau

oJi.Q Ei -pJb e Q. Rezultd Jr. Q qi .6e Q'

4. Fie a,b,c,o.,B,y numere ralionale pozitive. Ardtafi c5:

a) daci (Ji * Ji + Ji).Q, atunci Ji,Jb,Ji. Q;

b) dacd ("Ji *yJ-o +y../7)€ Q, atunci Ji,Jb,Ji. Q.

Sotulie:a)Fie r =Ji*Ji*Ji, re Q.Atunci ,-Ji=Ji*Jt qi '>J;'
obfinem r'-2rJi +c=a+b+zJab sau Joo +rJi =L=*' Numhrul

r'+c-a-b 
este rafional, deci UA*rJi).Q. Aplicand rezultatul problemei

2

precedente, reztiltd .6. Q. Din enun!, (Ji *^'Fn +JZ).Q, deci (J; *,6)t q

oblinem ca JieQ qi Jre Q.

b) u,B,y>0. oJi*F.6+ yJi=lfj;*,{p%*frt).Q. Aplicand a), oblinem

Jolo.Q, 1fi7.Q,.,fi[.Q sau oJi.Q,0..6.Q, v../JtQ' cum o,F,Y€Q,

deducem Jr. Q, .,6. Q, .6. Q.

5. Fie a,b,ceQ. Ei o,0,Te Q astfel inc0t numer el" Ji,Ji,*,PU,E,rE t'n'

iralionale. Atunci ("Ji +9,[i +y#). Q dacs qi numai daci o' - F - v - 0'

Solulie: Evident, dac6 o = F =Y = 0, atunci "Ji*TJi +yJ; = 0e Q'

Matematici de excelen[i. Clasa a Vlll-a | 11



Fie acum oJi+FJb +yr6=re Q. oblinem succesiv: r-yJi =ali+g^.6<+
o (, -, $)' = ("Ji* BJE)' e r' - 2ry Ji * y2 c = a' a + B' b + 2ugJ ab e

e rvJi + ugJoo - 
r' + Y' c - u' a -9'b . r.

2

oaca (rvJi * "BJfr)* 0 , atunci am obline ..f . Q, Jot.Q, in contradiclie cu

enunful. Rezulti ryJi + apJA = 0, deci ,y{" = -apJA.
Din ali +PJi +yJi =r ) roJi +rFJi +r-yJi =r' =,

= roJi + rpJi - apJA = y2 s (, - "Ji)(r- gJa 
) = o.

Deci r =ali sau r= TJi ,adicd F..6-+ yJi =0 sau oJa +yJi =0. (*)
lL..-

Daca p+ 0. atunci 
^lo =-!.Q sau ./9 =-9. Q. in contradictie cu enuntul.\lc B : \la P

Rezultd F : 0 qi apoi din (*) u=g=y=0.
6. Fie x,y,z ilrmere strict pozitive cu proprietatea cd x. y, y. z Ei z.x sunt numere
rafionale.

a) Ardta\i cd (x' + y' + r'). Q.

b) Ardtali cd., dacd (*' * y' + z3)e Q , atunci x,y,z e Q.

Soluyie:a) x.yeQ", y.z€Q- =*'y =IeQ.Atunci (- ,l)=x2e Q.y.z z \ z)

.y.z€e., z.xe e'=!:.2.=#.*. Atunci (- , i)=r,.*
La fel, oblinem z' e Q, deci (x' + y' +r'). Q.

b) Deoarece x,!,2)0 qi x',y',2'eQ., rczlltd. cI existl a,b,ceQ_ astfel inc6t

*-Ji, y=Ji, ,:Ji. (*'*y'+z')eq=("J; +bJi+"Ji).Q, atunci obli-

n"rn J7. Q, .6. Q, .6. Q, deci x,y,zeQ.
7. Pentrux qiv numer" 

iXH"l": **lt* rr*"t.1,.0, 
42oosJ .X+ I .y 5 .v+ l'-- .x-=- ro - 

n''= ro '

Ardtali cd a este num[r natural dac6 Ei numai dacd b este numdr natural.
Mihai Opincariu

Soluyie: Pentru oice x,ye N. qi zeN:(x"*'y'"*'):(x+y.) Atunci (l'* +l*)i(3+7)<+

= (3,, +72ooe):t0., * u -3'oon' 
(x + v) !-7'oon' (y + x) 

-(x 
+ y)' (3'oo' + 7'oon ) 

.10 10

Deoarece (3'oo'*7'oo')i10 gi (r+-ru)e N, oblinem (a+b)eN. Dacd ae N, din
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(a+b)eN Ei a>0 rezultl be N. Reciproc, dacl beN, din (a+b)eN qi b > 0

rezultd ae N. Cu aceasta problema este rezolvatd.
( - 

-- 
-_<l ( - 

-a 

.-)l
8. Se considerd mullimile r={xe zllJA)=;l.B={xe zllJ-++)=;1.
unde [a] reprezintd partea intreagS a numdrului a. Stabilili valoarea de adevir a
propoziliei ,,minA > maxB".

Solu,tie: Condilia de existenld a radicalului ^.El impune xe N..

Notam *=1.,[:-ilr,rne N =rz= f ,O"rrnde x:Zm+s (r).

Atunci *=l5**4-l. aeci *<JT** <m+1. Ultima dubld inegalitate devine:
L' -l'

m'<2m+41m2 +2m+I. Din m'<2m-r4 si 2m+41m2 *2m*1 oblinem

*(*-2)<4 qi m'>3 cusoluliilecomune m=2, m=3'

Oin (1) obfnem A: {9, 11}. Condilia de existenld a radicalului

x€ N*, x ) 4. Not[m ,=1.];-41, ne N = n -+ , de unde

J;- impune

x=3n+z (z).

Atunci "=lJz"-z), deci r<Jln-z<n+l)n' <3n-2<n' +2n+1, deci

n(n-3)3-2 qi n' -n+3 > 0. Oblinem n=1, n=2. Din (2) oblinemB: {5, 8}.

min A : min{9, 1 1}, iar max B: max{5, 8} : 8. Propozilia este adevirata.

9. Fie a qi b numere reale strict pozitive, a * b , cu proprietatea cd numerele

o - Ji + qi b - Ja.b sunt rafionale. Ardtali ".]*".3" : 
,!u sunt ralionale.

sotutie: (, - J; u).(t - J; t). a" - # =ffi= -f . *.

pie 9=r€Q, r+1. Atunci Ji=r.rE Ei b-m=b-Ji.Jb=b-r'b=U'(l-r).
"lu

Numdrul b-Ja.b este ralional, deci b(t-r) este ralional. Deoarece (t-r)e Q ql

r+l,rezlltii DeQ. oin Ji=r'Jb oblinem a=r''b qi, cum f, b e Q, rezultS

ae Q. lnconcluzie,dacd a,belR*, a +b qi a-,1;i, b-JiieQ, atunci a,be Q.

10. Fie xe IR . Demonstrali cd, dacdnumerele a= x' - x qi b= x' +1 sunt ralionale,

atunci x este rafional. 
7

Sotulie:Daci x : 0, nu avem ce demonstra. Dacd x * 0, atunci avem: ?=(*' -t)' ;i
2 -.2

b' =(r' + 1)'z, adicd b' -+ = 4x2 = 4(b -l), de unde (t -z)' =f,. oaca b =2, nu

avem cedemonstra. Dacdb+2, x2 = o 
,, de unde lrl-l-j-l. Q ;iatunci x€ Q'(b-2)' '' lb-21
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11. Pentru re N, se consider[ numdrul:

o, = r[.,f-n * | * J-n (ffi; - {ffi { 
)

a) Aflali partea intreagd qi partea fraclionarl anumdrului a,.

b) Calculati

lffi_T" (!ffi;.ffi{)
:-

Solulie: il,lJ n + a +l r tlJn+1 -1, deci a, >0.

,| =(J,*r * J;) 
[V, 

t + t -2J J-, +ti Jffi - t* fr * I - r] =

= (J 
" 

+ t * J;) (z J 
" 

+ t - 2 J n + | - 1) = z . (J 
" 

+ t + Ji) (J-, + r - J;) =

--2.("+l-n)=2. Crm an)o)a,=Ji=l*(Jr-t), lo,)=t qi {a,} =Ji-t.
b)Fie b.=JJ-,*t-Ji (ffi; +JJ-,+l1),iar b.>0.

b: =(J,+1 - J;) (J,. I +t +2k;At lffi=* J7* r -r) =

=(J"*t-J;) (zJ"+t+zJi)=2. obtinem f t.
12. Aflalinumdrul perechilor de fraclii zecimale(;,UrA), care verific d egalitatea

- -
lt-tt-

l"lo.b +l1lc,d ,

'lJ^u 
-'lJ,a

solulie:Egalitatea se transform[ succesiv: 3tFrl -3tEl =ffi * ffi o
:

e tllf a,b =2tlJc,d e a,b =16.c,d. Facem observafia cd a,b,c,d e {0,1,2,...,9} ;i
0.1 < o,b< 9.9 = 0,1 < I 6 A ( 9,9 l: 16, 0.1 < "l <0.6 = c7e {o,t:0,2;...:0.6}.

Sunt qase perechi de fraclii (r,U; ""a) 
care verificd egalitateadin enun!:

(1,6; 0,1), (3,2;0,2), (4,8; 0,3); (6,4;0,4), (8,0; 0,5), (9,6;0,6).

13. Se consider[ numerele reale x qi y, care verifici egalitatea 3['i+[r1+r -7 .31'] =222.
Aritafi cd 3. x <2. y.

solufie: Egalitatea se mai scrie: 3['].(3t'1.' -7)=3.74. Deoarece (31'1.' -l)lz, iar

3l'l:3, rezultd 3['] =3 gi 3tvlnt -7 =74<+ [r]=1 gi 3[rJ*t -81<+ [x]=1 qi [y]+t=
:4e xeft,z) qi ye [3,4). Atunci 3.xe13,6) Ei 2.ye [6,8).
Evident, 3. x <2. y.
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l4.a) Aflali num6ru1 ralional a, perfiru care a'(a+Z) Ji+Ji este numirul

rafional' 
2Jl 7.,_ ,!J, 

. 
^, -4 _$.b _ J384 esteb) Afla1i numdrul rafional b pentru ,ur" ff 

r'-';:- 'U= *t ,,
numdr ralional.

Sotulie: a) a. (a + \. Ji + Jl = Ji'l'1' + 2) +tf= Jr' (a +1)'.Numarul JI este

irafional, iar a +1 qi (a + 1)' sunt numere rafionale. Cerin{a problemei este indeplinitd

pentru (a +l)' = 0, deci a = -1.

b) 4 .b' -189 . u' *2af b-hu = J6.b' -o'lou' +nJ-eu-sG=,Jz J: JZ

=G.(a' -6b2 +r2b-8)= Ja.1u-21'.

Num[ru] G este iralional, iar b-2 qi (b-Z)' sunt numere ra{ionale. Cerinla

problemei este indeplinitd pentru (b - 2)' = O , deci b = 2.

15.Pentrunum6rulnatura[nenulr,delrnimE(n)=4
Jn+l+..ln-l

a) Ar[tafi cd E(n)e R \ Q, Vre N..

b) Calculali parteaintreagdpentru S = E(1) + Z(Z)+...+ E(24).

Soluyie:

i E(n)=

. 
-.,n+t +,(lz+m-D * n -t_ (J,+r )- +

Jr+r+Jr-tJn+1+J";
(J,.r -J,r) [(.m)' *{,*ffi1 +(J,,_r)' I (.A.,)' -(U=;'

(J,.l+J"t) (J;n-J-"l) 2

Diferenla dintre doud p[trate perfecte consecutive nenule este un numdr natural impar.

intr-adev[r, (k+t)' -k' =2k+l>3, Yke N-, $i este impar. Atunci numerele n+l qi

n -1 sunt naturale, dar nu sunt simultan pdtrate perfecte, pentru cI diferenfa lor este 2.

in aceste condilii, (J, . f ;' * (Jn -T)' nu pot fi simultan ralionale. Rezultd clt E (n)

este un numdr iralional.

(Jn)'-(J")'

( s)' *(JZ)' -(Jr)' _pa+ a8J6 
= 62+24J6.22

o, r=F)L(fi)' *(6)' - 
(Ji)' 

*(Ja)' -r(ll)' *...*(@)' -r(@)' *

;;wn+$"t)'

Matematici de excelenli. Clasa a Vltl-a | 15



z4J6 = ",na< =Jt+N si 58= '/:r,64 <$4s6< ]3481 =59.

Rezultd 62+58<62+24J6 <62+59 <=> 120 <62+24J6 <121 gi [s]=tzo.
I

16. Fie ,l={o.lR I a = ,,Ji + r,(Ji)' +...+ q2oo1(.6)"" ;a, e {-l.l};,:12007}.
a) Determinali num[rul de elemente rafionale din mullimeal.
b) Determinafi num[rul elementelor mullimii l. Justificafi rdspunsul dat.

Solulie:

a) a = (3. a, + ... + 3'oo' . rroou ) 
* (a, + 3. a, + ... + 3t003 . aro*). Jl, o,e {-t, t},

Presupunem, prin reducere la absurd, cd a este numdr ralional. Afunci:

(ar+3a.r+...+31003 ."r*).# este numdr ralional, deci ar+3'ar+...+31003 'arro., =0.

oblinem ar=-3'or-...-3'oo''oroo, adicd a, este multiplu al 1ui 3, fals. Rezultd cd

a e IR - Q, deci mullimea A nl conline numere rafionale.

b) carM<z'oo'. Presupunem, prin reducere la absurd, cE existd doud elemente egale

in mullimea A; a = b = (a, + 3. ar+... + 3to0' . oroor) .6 + (:' a2 + ... + 3'oo'' arrou) =

= (b, + 3 . b, +... + 3'oo' . broor) ..6 + (: . b, + ... + 3'oo' . broou).

Deoarece .6e m. - Q, avem relafiile:

ar'13. a, 1...+31003 . ezoot =br+3'b, +...+3too''br*, (1) ;i
3. a, +... + 3too' . azooe =3.b, + ...+3'003 'b2oo6.

Din (1) oblinem ar-br=-3'or-...-3too:. aroo, i3'br+...+3too' 'broo, deci ar-b,

este multiplu de 3. Deoarece a,b,e{-t, t}, avem at - b,e {-2,0,2} = a, - b, = Q a
> at: b1. Analog se obline a3: b3 etc.
Un rafionament similar pentru a doua egalitate conduce la a2: bz, aq: ba etc.

in concluzie, nu existd dou[ alegeri diferite ale numerelor aie{-t,t}, i=l2OO7,

astfel ca orJi + rr(Ji)' +...+ q2ooi (..6 )"" s[ ia aceeaqi valoare. Atunci carM=2'oo'.

17. Determinafi toate perechile (p,q) d" numere prime care verificd relalia:

p' + q' + 1553 <z(zz p $2q) +13.

Solulie: p' + q' + 1 553 < Z(ZZ p + 32q)+ 13 <+ p' - 46 p + q' - 64q + 1540< 0 <+

e (p -23)' +(q -zz)' stt.
oar (r - 23)' < ( p - n)' * (q - 32)' <r3 = ( p - n)' < 1 3 = [;4 < Jt : =
= -Jr: < p -23<./il = n - JB < p s23* Jr3.

Dar p este prim qi lg <23- *3 < p 323+ Jf f <27 =19 < p <27 qip este prim =
- p=rr=(r-32)' <13=-./i3 < q-32<d3 =32-./i3 < qs32+Jit
28 < 32- d 3 s q s 32* Jr 3 < 3 6 = q e {ze;z \ ) ( p, q). {(zz;zo) ;(23; : t )}.

16 ! matematici de excelenli. Clasa a Vlll-a
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B. PnoelliuT DE CREATIVITATE

1. Numerele a, b, c sunt ralionale pozitive qi J; + Ji = c. Ardta[i ca Ji qi rE sunt

numere ralionale.

sotutie: oin Ji + Ji = 
" - (Ji - J u)(J;* Jr) = "' (J;- ..6) =

e a-o=".(Ji-Jb) deci Ja -Jb=+ Ji+JE*Ji-Jb=".+
^ r- a-b+c' r- a-b+c2 n
2..,! a= , 

saur/a= 2;.,U.
t:- a-b+c2 c2-a+bJb=c_Jr=r_;=fe Q.

2. Demonstr ati cd: -f---_ . :_--- * ---=L----- *----1-o, r .' l+J2 J3+./a V5+./6 V7+V8
IIII

Solutie: lig q - - 1 ---------_T-- ---------+- 

- 

sl' l+J2 J3+r/a r/5+r/6 r/7+r/8

l=-:-1- :l :"- Jr+.,6' J++Ji' G*J7 .6+.'F
- Ji -t Jt -J, .E-6

a * b =1v_,_r1v_,-r+1v,rElr;;,; * * 
g, - s;.., * ;';

a* b =(Jz-,)*(..6 - Jr)*(J4 -f).(.6 - J4)*(fr -G)*(.f -C).
.(#-J7)*(f -fi)= .lt -t=2.

Avem a*b=2, a,b>O $i a) bdeoarece -+r|--=; rl ,r|-=,l+J2 J2+r/3 ./3+V4 V4+V5

Js+Jo Jo+Jz"Jz+Js Js+Jq 2

3.Determinali numerele iralionale x astfel inc6t numerele x'+2x Ei x3-6x sd fie
ralionale.

Solulie: x'-6x=r(*'+2x)-2(x'+2x)-2x. Notim xt -6x=m, x'+2x=n qi

oblinem m=(n-z)r-Zn. cm m,neQ, reztltd cd egalitatea este posibil[ doar

dacd n-2=0en=2€ x2 +2x-2e x' +2x+1=3 <+ (x+1)' =3 e x+l= Jl sau

x* 1 = -..6 = r. {..6 - u-.6 -r}.

4. Stabilili dacd existd numerele intregi a, pentru care num[rul

este intreg.

119-a
ll9+a

119+a _
ll9-a
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