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Proprietati

Definitia 1:

Numim partea intreagd a unui numar real x, cel mai mare numir
intreg, mai mic decat x. Acest numir se noteazi cu [x].

Prin urmare, oricare ar fi numairul real x, existi o infinitate de
numere intregi mai mici decat x. Din multimea acestora, alegem pe cel mai
mare intreg, care evident depinde de x si se noteazi [x].

In baza axiomei lui Arhimede putem enunta urmatoarea definitie.
Definitia 2:

Pentru orice numar real x, existi un numir intreg m (unic
determinat) astfel incdt m < x <m+ 1. Numirul m se numeste parte
intreaga a lui x, adica m = [x].

_( m pentrum<x<m+1

Avem ff = {—m, pentru—m<x<-m+1"’
P;. Toate numerele reale cuprinse intre doud numere intregi consecutive
au aceeasi parteintreagid: [x] =me xe€[mm+ 1), (V) me L
P,. Numerele x,y € R apartin aceluiasi interval [m,m + 1) daca si numai
daca [x] = [y].

P5. Oricare ar fi x € R au loc inegalititile:
a)[x] <x<[x]+1;
b)x—1<[x] <=x.

P,, aJx<0&[x]<0;
b)x>0& [x] = 0.

Definitia 3:

Oricare ar fi x € R, numarul x — [x] = t € [0,1) se numeste partea
fractionara a numarului real si se noteazi cu {x}.

Avem x — [x] = {x} & x = [x] + {x}.

Observatie: ~Oricare ar fi expresia E, se pot scrie inegalititile analoage lui

P3:

m € N.

[E1<E<[El+1siE—1<[E]<E
si prin urmare E =[E]+{E}.
P;. a)[x]=0e x€[0,1);
b){x}=0& x €7
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c) [x] = x © x € Z (punctele fixe ale functiei [‘]);

d) {x} = x © x € [0,1) (punctele fixe ale functiei {-}).
Pe. a) [[x]] = [x],(¥) x € R;

b) {{x}} = (x} Mx e R;

c) [{x3] = {[x]}, (")x e R.

Proprietatile Ps, Py rezulta din definitiile partii intregi si partii
fractionare.
P,. Daca [a] = [b], atunci |a — b| < 1. Reciproca nu este adevirata.
Solutie: Dacd [a] = [b)] =m = a,b € [mm + 1) = |a — b| < 1 saudin
[a] =[] ®a—-{a}=b—-{b}=>a-b={a}—-{b}E(-11) >
=|la—b| < 1.
Pg.{a}={b}oa—-beZ s {a-b}=0.
Solutie: Din{a} ={b} @ a—-[al]=b—-[b]®a—-b=[a] - [p]€EZ &
< {a — b} =0.Defaptdacia — b € Z & asib au aceeasi parte
fractionara.
Py. Oricare ar fi x € R si m € Z are loc egalitatea: [m + x] = m + [x].
Demonstratie: Din [x] <x<[x]+1=>m+[x]<x+m<m+[x]+1
deci m + x este cuprins intre doi intregi consecutivi, prin urmare

[m+x] =m+ [x].

Observatie 1:
Are loc si afirmatia reciproca: Daca [m + x] = m + [x], atuncim € Z.

Intr-adevardin[m+x] = [m] + {m}+[x] 2 {m}eN=>{m}=0=>
=> m € Z.
Pyo. Oricare ar fi x € R sim € Z are loc egalitatea: {m + x} = {x}.
Demonstratie: Se utilizeaza egalitatea precedenta. Din
m+xl=m+x]lom+x—-{m+x}=m+x—{x}=>{m+x}={x}
Observatie: Are loc si afirmatia reciproca: daci {m + x} = {x} > m € Z.
Din{ml+{m}+x}={x}=>{{m}+x}={x}=>{m}eN=>{m}=0>=
=>m€EZ.
P;;. a) Functia [']: R - Z este crescitoare.

b) Functia {x}: R — [0,1) este periodicd si strict crescitoare pe
orice interval de forma [m,m + 1],m € Z.

c) Daca f(x) = [x] = Imf = L.

d) Daca g(x) = {x} = Img = [0,1).
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Solutie:a) Fiex <y=[x]<x<y<[yl+1=[x]<[yl+1=[x] < [yl
b) Calculim {x + 1} = {x} in baza lui P;, rezultd ca T =1 este
perioada principala (daca ar exista 0 < T, < 1 perioada functiei,
atunci {x + Ty} = {x} (V)x € Rsi,pentrux = 0,{T,} = 0,

T, = 0, fals).

Pe intervalul [0,1) = {x} = x care este strict crescitoare si fiind
periodica rezulti ca {x} este strict crescitoare pe orice interval [m,m + 1)
cum € Z.

c) Evident [x] € Z.

d) {x} € [0,1).

P;,. Graficul functiei [x] este format din segmente orizontale inchise la

stanga deschise la dreapta, paralele cu axa OX (un grafic in ,trepte”)

(-2 , xe[-2-1)

-1, x€[-1, 0)
x]=4{ 0 . xe[ 0, 1),
1, x€[ 1, 2)

\' n , x€[nn+1)

A —
P2
2
B
¢E—3
|

[ — (o
' 1 0 1 Il [l Il 1 .
2 T 2 73 n 'ntl :

Pi3. {x + m} = {x},(V)x € Rsioricarearfim € Zsi0 < {x} < 1,
graficul urmator:
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Py4. a)Dacix <y=[x] <[y].
b)Dacix <y = [x] < [y].
Axl<yl=x<y.
d)Dacix,y € [mm+ 1) si x #y = [x] = [y] si {x} # {y}.

P;5. Oricare ar fi x € R au loc relatiile:

[x], dacix € Z
) [~ ={_ [x] -1, dacixeZ
0, dacaixeZ
b)) [+ x] = { 1, dacix g7’
c) [—x] < —[x];
d) [—x] < —x < —[x].
Solutie:
a) Dacd x € Zrezulti ca —x] = —[x].

Dacix ER-Z =2 x=[x]+a,a(01)> —x=—-[x] —a=
= [-x] = [-[x] — a] = =[x] + [-a] = —[x] - 1.
b) Rezulta din a).
c) Din punctul a) rezulta[ ] —[x] sau [—x] =—-[x] - 1=
= [—x] < —[x].
d) Din definitia partii intregi avem:
[x] < x = —x < —[x] sideci [-x] < —x < —[x].
Pi¢. Oricare ar fi x € R, au loc relatiile:

(=} = { daca x € Z

4] =% —{x}, dacixegZ’
0, dacax €Z

b) {=a}+{x} = {1 daca x ¢ 7’

o {1-{3}=1-{x},(MxeR-Z
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Solutie: Se utilizeaza Pys.
a) Dacix € Z,evident. Fiex ER—Z = —x = [-x] + {-x} >
S>{-x}=-x—-[-x]=-x—-(-[x]-1) =1-{x}.
b) sic) rezulta din punctul a).
P,;.Fiea € R.

a) Sd se arate ca [x + a] = [x], (V)x € R, daca si numai dacd a = 0.

b) Sa se arate ca {x + a} = {x} + a, (V)x € R, daca si numai daci
a=0.

Solutie:

a) Presupunem cd a # 0. Pentru x =0=[a] =0=a € (0,1) si
pentru x=1—-a=[l—-a]l=[1—-a+a]=0=1,fals. Prin urmare,
a=0.

b) Presupunem ca a # 0, atunci pentru x€Z=>{a}=a=>a€
€ (0,1), iar pentru x = 1 — g, rezulta 0 = 1, fals. Prin urmare, a = 0.

P,g. Fiea,b € R. Sa se arate ca:
a)[x+al=[x+b],(VMxER S a=b;

b) [xa] = [xb],(V)x ER & a = b.
Demonstratie:

in ambele cazuri o implicatie este evidenti.

a)Fie[x+a]l =[x+ b],(V)x e R.Pentrux=—a=>[p—a]=0=
=>b>apentrux=—b=>[a—b]=0=>a=bdecia=b.

b) Presupunem prin absurd ca a # b, atunci din: [ax] = [xb] =

= |xa—xb| <1=[x] <

1
la—b|’ (V) x € R, fals. Prin urmare, a = b.
Pyg. Oricare ar fi x € Rsin € N au loc inegalitatile:

a) [nx] = n[x];

0 b <
c) n[—x] < [-nx] < —n[x];
m[x], (WmeZ,
d) ] = {<m[] (VYmeZ_

Solutie:
a) Din [x] < x = n[x] < nx = n[x] < [nx].
b) Rezulta din punctul a) sau din:

[x ]— — [[nx] [nx] <S autlhzat[ ] [[z]])

c) Avem [— x] < -x>=>n[- x] < —nx = n[-x] < [-nx] < —n[x].
(S-au utilizat punctul a) si [—-x] < —x.)
d) Din a) si c) rezulta d).




