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Capitolul 1.1.
MULTIMEA NUMERELOR REALE

1.1.1. NUMERE NATURALE. NUMERE INTREGI. ECUATII. ECUATII
DIOFANTICE

1. Determinati cel mai mic numar natural » care se divide cu 28, are suma cifrelor 28
si are ultimele doua cifre 28.
(S:L11.2.aprilie)
2. Matei si Irina, elevi in clasa a IX-a, studiaza la scoald 15 discipline. La sfarsitul
semestrului I obtin aceeasi medie generald. Stiind ca au avut numai medii de 8, 9 si
10, iar ci numarul mediilor de 8 ale lui Matei este, respectiv, egal cu numarul mediilor
de 8, 9 si 10 ale Irinei, precizati cite medii de 10 a obtinut Irina.
(S:L11.4.aprilie)
3. Dintr-o revistid lipseste o singurd foaie. Dacd insumam numerele reprezentand
paginatia de pe restul de pagini obtinem 199. Putem afla numarul total de pagini si
numarul paginii lipsa?
(S:L11.6.aprilie)
4. Trei numere naturale nenule a, b, ¢ se numesc pseudopitagorice daca:
Gl=b" P
Existd 2011 astfel de triplete?
(S:L11.5.mai)
5. Demonstrati ci din 7 numere intregi se pot alege patru cu suma divizibild cu 4.
Raméane adevirat rezultatul pentru 6 numere intregi?
(S:L11.1.iunie)
6. Aratati ci a® + b* + ab este patrat perfect pentru cel putin 2011 perechi de numere
naturale (a, b).
(S:L11.4.iunie)
7. Demonstrati ci existd pitrate perfecte cu 2011 cifre din care 3 sunt 0, dar ultima
cifra este nenula.
(S:L11.7.iunie)

8. Fie @ =2011! +2010! + ... + 3! + 2! si a,@,... a, reprezentarea lui a in baza 10.

Daci s = a,a, +a,a, +aa, +... (ultimul termen fiind format din una sau doua cifre),
aratati cd a si s nu sunt pétrate perfecte.

(S:L11.9.iunie)

9. Existd numere naturale, care scrise in baza 10, au n cifre si scrise in baza 2 au 2n
cifre? Justificati raspunsul.
(S:L11.10.iunie)
10. Aratati ci exista numere naturale nenule », pentru care numarul n+1+~/8n+1
este numar natural.
(S:L11.2.octombrie)
11. Demonstrati ci existd intervale [a, b] cu b — a > 2011 care contin doar numere
intregi compuse.
(S:L11.8.octombrie)
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12. Dati un exemplu de 6 numere prime care sunt in progresie aritmetica.
(S:L11.8.noiembrie)
13. Este adevarata afirmatia: Produsul a doud numere care se pot scrie ca suma a
doud numere naturale pdtrate perfecte este un numdr care se poate scrie ca suma
a doud numere naturale patrate perfecte? (Considerati o identitate algebrica.)
(S:L12.4.ianuarie)

14. In expresia § =+ i%i%i—...i—, se poate gasi o alegere de semne astfel

incat S sa fie numar intreg
(S:L12.7.ianuarie)
15. Existd un numdr natural a cu 2012 cifre, toate nenule, astfel incét a se divide cu
suma cifrelor sale?
(S:L12.8.ianuarie)
16. Existd oare un numar cu 2012 cifre, format numai cu cifrele 1 sau 2, care se divide
la 220129
(S:L12.7.februarie)
17. Enumerati toate triunghiurile cu lungimile laturilor numere naturale si pentru care
p = 6r, unde p este semiperimetrul triunghiului si » este raza cercului inscris in
triunghi.
(S:L12.6.martie)
18. Ardtati ca, folosind monede de 5 lei si de 3 lei, se poate plati orice suma numar
intreg de lei mai mare sau egala cu 8.
(S:L12.7.martie)
19. Fie m si n doud numere intregi. Stiind ci ecuatia: x* — (m + n)x + mn + 2012 = 0
are ambele solutii numere intregi, aflati toate valorile posibile pe care le poate lua
|m—n|.
Ramona Tudoran, Arad (S:L12.1.aprilie)
20. Se da un pétrat perfect cu cifra unititilor 9 si cifra zecilor 0. Aratati cd cifra
sutelor este pard. Determinati cele mai mici dou# patrate perfecte care se termini cu

cifrele 209 .
(S:L12.9.aprilie)
21. Exista numere naturale nenule # astfel incét, pentru orice numar prim p pentru
care p — 1 divide n, p divide n?
(S:L12.8.septembrie)

nnt+l) 3373
2

22. Gasiti numerele naturale » pentru care

(S:L12.10.septembrie)
23. Determinati numerele Intregi z pentru care numarul z° + 22 + 3z + 2 este intreg.
Alin Munteanu, Sibiu (S:L12.1.decembrie)

24. Fieb=2¢,c € N', 0 bazi de numeratie. Aratati ci:

x=b-DG-D(6=1 g+ (e~ DG-DB-D (=100

n ori

n ori n—1 ori
este patrat perfect.
Mugur Acu, Sibiu (S:L12.9.decembrie)
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25. Aratatica 2n+ )!I!=1-3.5....-(2n+ 1) nu poate fi patrat perfect pentru nicio
valoare n € N'.

(S:L13.3)
26. Pot fi trei cuburi perfecte in progresie aritmetica?
(S:L13.4)

27. Demonstrati ca nu existd patru numere consecutive, mai mari decat 10, care sd
aiba toti factorii primi de o singurd cifra.
Traian Preda, Bucuresti (S:L13.7)
28. Existd numere naturale n nenule, pentru care n* + 18n este patrat perfect?
(S:L13.47)

29. Determinati cel mai mic numdr natural » pentru care existd numerele naturale x, y,

astfel ncat Lz + % = iz :
Xy

(S:L13.48)
30. Aflati toate numerele naturale nenule care pot fi scrise ca suma a cel putin doud
numere naturale consecutive.

(S:L13.49)
31. Care este cel mai mic numdr natural » pentru care ultimele trei cifre ale numarului
2013" sunt aceleasi?

(S:L13.50)
32. Fie p, g numere prime distincte si ¢ numar natural ce nu se divide cu pg, astfel
incat pg divide numerele @ — 1 si a®" — 1. Aritati ca pq divide &' — 1.

George Stoica, Canada (S:L13.85)

33. Poate fi numirul 2"+ 3" patrat perfect pentru vreo valoare n € N?

(S:L13.87)
34. Gasiti 13 numere consecutive neprime cu 2310. Ardtati cd, date fiind 14 numere
consecutive, cel putin unul este neprim cu 2310.
(S:L13.88)
35. Aflati ultimele trei cifre ale numarului 197 - 18™.
Cristina Stefan, Bucuresti (S:L13.90)
36. Se considerd numerele intregi a, b, ¢ astfel incat ab + bc + ca # 0 si F+bB+

: 2ok * L DR |
este patrat perfect. Aritati ca existd m, n € Z astfel incdt —————=—+—.
ab+bc+ca m n

Lucian Petrescu, Tulcea (S:1.13.165)
37. Existd numere naturale a,, n=1,2013, astfel incat numerele aa,, a,a;, ...,
Ay1,05013> Gag50; (I aceastd ordine) sa formeze o progresie aritmeticd neconstantd?

Ce se intdmpla daca inlocuim 2013 cu 20127
A (S:L13.170)
38. In cate moduri poate fi scris numarul 2014 ca suma unor numere naturale
consecutive?
(S:L13.203)
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39. Rezolvati in Z x Z ecuatia x*(1 — y) + y*(1 —=x) =x + y.
Liliana Tomitd, Botosani (S:1.13.243)
40. Consideram zece numere naturale nenule cu suma 2013.
a) Dacd a s1 b sunt doud dintre ele, oarecare, aratati cd ab < (a — 1)(b + 1) daca si
numai daci a — b > 2.
b) Care este valoarea maxima a produsului celor zece numere?
(S:L.13.248)
41. Gisiti toate numerele prime p pentru care numirul p* + 23 are exact 6 divizori.
Corneliu Mdanescu-Avram, Ploiesti (S:L.13.284)

42. a) Se considera ecuatia x* + y* = 62, x, y, z € Z. Aratati ca, daci (x, y, z) este 0

solutie a ecuatiei, atunci x si y sunt divizibile cu 3 si apoi demonstrati ca (0, 0, 0) este
singura solutie a ecuatiei.
b) Determinati (x, ) € Z x R, daci x* + y* —2x + 4y — 1 =0.

c) Ardtati cd, dacd (x, y) € R x R este o solutie pentru Py -2 +4y—-1=0,
atuncix € R\Qsauy e R\ Q.

Dan Negulescu, Braila (S:L13.328)
43. Pentru ce valori naturale » numarul n(n + 1)(n + 2)(n + 3) + 2014 este patrat
perfect?
(S:L14.5)
44. Fie n un numar natural dat. Determinati numerele naturale x, y cu suma minima
pentru care 3"+ x> = ).
(S:L14.10)
45. Determinati cel mai mic numdr natural » pentru care existd exact 24 de numere
patrate perfecte mai mari sau egale cu » si mai mici sau egale cu n + 2014.
Olimpiada Japonia (S:L.14.88)
46. Aratati cd numdrul 4 =39999...9760000...056 se poate scrie ca suma patratelor a
L LE R
2014 cifre 2014 cifre
patru numere naturale pare consecutive.
Marin Ionescu, Pitesti si Marian Teler, Costesti (S:1.14.243)
rP =it
x2+yz+z2 =7
Lucian Dragomir, Otelu Rosu, Caras-Severin (S:L14.326)
48. Gasiti solutiile intregi ale ecuatiei x* + 7 = 9y(y + 2).
lonut Grigore, elev, Timisoara (S:L15.3)
49. Aritati ci ecuatia x* + xy = y* + xz are o infinitate de solutii intregi x, y, z care
verificiz + 1 =x + y.

47. Determinati numerele intregi x, y, z, ¢ care satisfac {

Mihaly Bencze, Bucuresti (S:L15.4)
50. Determinati numerele intregi x, y si z pentru care x> + y* + z* = 2015yz.
Lucian Tutescu, Craiova (S:L.15.41)

<yl
il SR 1)

p
Cristian Moantd si Lucian Tutescu, Craiova (S:L15.47)

51. Determinati numerele prime p si g astfel incat
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INDICATII SI SOLUTHI

PARTEA I. ALGEBRA

CapiTOLUL I.1. MULTIMEA NUMERELOR REALE
1.1.1. NUMERE NATURALE. NUMERE INTREGI. ECUATII. ECUATII DIOFANTICE

1. (S:L11.2.aprilie) Numirul 18928 probeaza conditiile problemei.
2. (S:L11.4.aprilie) Fie x = numarul mediilor de 8 ale lui Matei. Rezultd ca x = numa-
rul mediilor de 8 ale Irinei = numirul mediilor de 9 ale Irinei = numarul mediilor de
10 ale Irinei. Din x + x + x = 15 deducem ca x = 5. Deci Irina are 5 medii de 10.

3. (S:L11.6.aprilie) Fie » numarul de pagini ale revistei, iar x si x + 1 numarul
paginilor foii lipsi. Avem 1 +2 +3 + ... + n—x— (x + 1) = 199. Deducem dns .

=200 + 2x < n(n + 1) = 400 + 4x. Deducem »n = 20 si x = 5. Rezultd ci revista are 20
de pagini si lipseste foaia cu paginile 5 si 6.

4. (S:L11.5.mai) Fie x, y, z trei numere naturale nenule pitagorice, adica =y T
Existd o infinitate de triplete pitagorice: x = 2P+ 2%k+1,y=2k+1,z=202+2k ke

. R 1. ~luirenl Tk
€ N. Luim a = yz, b = xy, ¢ = xz §i obtinem — =—+—. Deducem ca existd o
a

2 bZ c2

infinitate de numere naturale nenule a, b, ¢ pseudopitagorice; a = (2k + DK + 2k),
b= QK +2k+ 1)(2k+ 1), c = 2K + 2k + 1)(2k* + 2k), unde k € N".
5. (S:L11.1.iunie) Impartim cele 7 numere intregi in 4 grupe in functie de restul
impartirii la 4. Ry: multimea elementelor care impartite la 4 dau restul £, £ € {0, 1,
2, 3} (adicd x € Ry < x = k (mod 4)). Avem cazurile: o Existd o calsa de resturi cu cel
putin 4 elemente. Daci avem card R, > 4, putem alege a, b, ¢, d € R; si evident S =
=a+b+c+d=0(mod4).ecard R, <3,V ke {0,1,2, 3} Deoarecea + b + ¢ +
+d = (@a+x)+ (b +x)+(c+x)+(d+ x) (mod 4). Conform principiului lui
Dirichlet existd k € {0, 1, 2, 3} astfel incét card R, > 2 de unde card R; € {2, 3}.
Modificand cele 7 numere adunind pe fiecare numir cu x = 4 — k, putem considera k =
=0, adicd avem card Ry € {2, 3}. @ Dacd R, # & si R; # & putem alege a, b € Ry si
ceR,deRssiavema + b + ¢+ d=0 (mod 4). e Dacd R; = J, avem card (R; U
JRy) >4, rezulti Ry # O, R, # D. In cazul card R, > 2, alegem a, b € Rysic,d € Ry si
rezulti S=a + b + ¢ + d =0 (mod 4). in cazul card R, = 1 rezulti card R; > 2, alegem
aeRybceR sideRysirezultiS=a+ b + ¢ + d=0 (mod 4). Analog procedam
siin cazul R, = . Proprietatea nu riméne adevarata in cazul a 6 numere intregi, cum
reiese din exemplul {4, 5, 8, 9, 12, 13}.
6. (S:L11.4.iunie) a = 3k, b = 5k, k € N verifica conditia din enunt: a+ b +ab=
= (3k)* + (5k)* + 3k - 5k = (7k)*. Cum multimea N este infinitd rezultd ci existd o
infinitate de perechi (a, b), a =3k, b = 5k, k € N cu proprietatea din enunt.
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7. (S:L11.7.iunie) Daci N=233...3003,n € N, n> 3 constatdm ca

n cifre

N?=544..4290200388...8998009 . Observand ci N * contine 2n + 7 cifre, are exact
—_— —

n—1 cifre n-2 cifre
trei cifre 0 si ultima cifrd este nenula, pentru n = 1002, N > este un exemplu ce verifica
_ " — 7-10"°-991
conditiile date. Avem ca N =2 - 10™? +%-1o3 +3=—— " renultici N’=

_49-10”""°—13874-10"" + 982081

(1). Pentru a justifica exemplul dat, avem

9
2n+6 10”41 =] n+7 n+3 10"—3 =1
=544...4290200388...8998009=5-10"" +4.——-10""" +2902-10""" +8- .
n—1 cifre n=2 cifre
2n+6 A . n+7 3 n+3 . nt3 o 6 X
-106+998009=49 10 4-10"" +26118-10" +8-10 8-10°+998009 9=

9
~49-10°"°-13874-10"" +982081

9
8. (S:L11.9.iunie) Restul impartirii lui a la 3 este egal cu restul impartirii la 3 a sumei

a,+a,+..+a,. Cum k! =2 (mod 3), V k € N, k>3 rezultd ca a are forma a = 3m +

. Conform (1) verificarea este completa.

+2,unde m € N'. Prin urmare a, +a, +... +a, =3q+2,undeq € N". Deoarece restul
impartirii la 3 a unui patrat perfect este 0 sau 1, rezultd ca a nu poate fi patrat perfect.
Observim ¢ s = 10(a, +a, +..)+a, +a,+..=3u + g, +ta,+..+a, =3M + 2, Prin

urmare, s nu poate fi patrat perfect. Obs. Ultima cifrd a lui a este 2, rezultd cd a nu
poate fi patrat perfect. Aceastd justificare nu sprijind si proprietatea cd s nu poate fi
patrat perfect.

9. (S:L11.10.iunie) Dacd a € N indeplineste conditia pentru n € N, rezulta relatiile
Pl = 100 a1 270 2a < 27 Cum 105 = 2 (%) > 10 este adevaratd pentru

V n € N, rezultd ca proprietatea poate avea loc in cazul n € {1,2}. Cum3 =2+ 1=

=1lpsi 11 =2>+2 + 1 = 1011, rezultd ci in cazul n € {1, 2} raspunsul este
afirmativ, iar pentru » > 3, raspunsul este negativ.
10. (S:L11.2.octombrie) » = 3, 15, 120 verifica conditia din enunt.

n+l=k*

8(k* -D+1l=p* =8 -—p’ =7
11. (S:L11.8.octombrie) Pentru » € N, n>2, notaimcun! =1-2 -3 - ... - n (se
citeste n factorial, conventional avem 0! = 1! = 1). Cum toate numerele naturale de
forma 2013! +2, 2013! + 3, ..., 2013! + 2013 sunt numere intregi compuse; alegem ca
exemplu intervalul [2013! + 2; 2013! + 2013] care are lungimea 2012 > 2011.

12. (S:L11.8.noiembrie) Numerele 7, 37, 67, 97, 127, 157 sunt in progresie
aritmetica avand ratia 30.

13. (S:L12.4.ianuarie) Fiex=a>+ b* siy=c’+d*unde a, b, c,d € N.
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Atunci x- y = (& + b)( - +d?) = (ac + bd)* + (ad — bc)*. Rezultd ci afirmatia este
adevaratd. Obs. De fapt este vorba despre identitatea lui Lagrange.
14. (S:L12.7.ianuarie) Raspuns NU. Intre numerele 1006 si 2012 existd un numar

: . . 1 : . :
prim p si atunci numarul S =—i—; — este singurul termen din suma care are la

T,
numitor multiplu de p, deci p nu divide b. Se poate lua p = 2011. Distingem cazurile:

1 1
Cazul 1. Daca —ge Z, —¢ Z :>%i— ¢ 7Z = S nu este numir intreg. Cazul 2. Daca
P P

si observam ca aceasta fractie nu se simplificd prin

2 ¢ 7 atunci S =2
b b
p=>S¢Z.

15. (S:L12.8.ianuarie) Raspuns DA. in revista de culturd matematici ARHIMEDE
nr. 3-4, martie-aprilie 2004, este publicat articolul ,,Suma cifrelor unui numar natural”,
autori Gabriel Dospinescu si Adrian Zahariuc. In articolul mai sus numit sunt
formulate problemele: I. Dacd 1 < x < 10", atunci s(x(10" — 1)) = 9n. Eliminind
eventual zerourile in care se termind x (nu se modifica suma cifrelor), presupunem x =

=aa,..a

;, unde @; > 0, j < n, atunci x(10" - 1) =@a,..a,0..0-aa,..a; =

non

=aa,...a; (q; —1)9_9\.(.._‘9(9—al)(9—az)...(9—aj_1)(10—aj). Evident s(x(10" — 1)) =

n—j ori

= 9n. II. Aritati ci pentru orice 7 existd un numar cu # cifre nenule divizibil cu suma
cifrelor lui. IMO Shortlist. Analizim doud cazuri: i) n este o putere a lui 3, adicd

n = 3% unde ¥ € N. Numirul p =11..1 1indeplineste conditia, deoarece se

n ori

demonstreaza usor prin inductie ci 0l Ve N, Ii) Daca existd k € N,

astfel incat 3 < n < 3#!, determinim un numir cu n cifre nenule de forma p =
=aa...ab-(10' = 1), cu aa...ab< 10’ - 1. Atunci acest numar are suma cifrelor 97 si
b e

s ori s ori

mai impunem s + ¢ + 1 = n cifre. Asadar s =n—¢—1i 9¢ | ga...ab- (10" — 1) daci ¢

s ori

este o putere a lui 3. Considerdm ¢ = 3*. Din conditia ga...ab< 10’ — 1, putem alege
p= 11.12. (103 —l)daca n<2-3saup= 22.72- ( e —l)in cazul n > 2 - 3%,
n—. 3 -1 ori n=23% ori
=xemple ce verifica conditia datd. Pentru problema datd n = 2012, rezultd k£ = 6 si cum
2012 > 2 - 3% rezulta ci putem alege a =22...2- (101458 = 1) =22 21 9T7..7%.
—_— —_—
554 ori 553 ori 904 ori 553 ori
16. (S:L12.7.februarie) Nu, deoarece impartind acel numar care are ultima cifrd 2
2 2 se va obtine un numdr impar. Bineinteles in cazul cand ultima cifrd este 1,
sumarul este impar deci nu se divide nici macar cu 2.
17. (S L12.6.martie) Daci S este aria triunghiului avem p = 6r < 65 = =p* <& 3685=
= p*. Notand cu a, b, ¢ lungimile laturilor si aplicAnd formula lui Heron rezultd
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