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Capitolul 1.1.

MUTIIMEA NUMERETOR REALE

r.r.1. NUMERE NATURALE. NUMEnT iurnrct. ECUATII. ECUAfll
DIOFANTICE

1. Determinali cel mai mic numSr natural n care se divide cu 28, are suma cifrelor 28

qi are ultimele doud cifre 28.
(S:L11.2.aprilie)

2. Matei qi Irina, elevi in clasa a IX-a, studiaz[ la qcoald 15 discipline. T,a sfdrgitul

semestrului I obfin aceeaqi medie generalI. $tiind ci au avut numai medii de 8, 9 qi

10, iar c5 numirul mediilor de 8 ale lui Matei este, respectiv, egal cu numdrul mediilor
de 8, 9 qi l0 ale Irinei, preciza\i c6te medii de 10 a oblinut Irina. 

(S:Ll1.4.aprilie)
3. Dintr-o revistb lipsegte o singurS foaie. Dacd insumdm numerele reprezent6nd

paginalia de pe restul de pagini oblinem 199. Putem afla numdrul total de pagini 9i

num[ru] paginii lips6?
(S:L11.6.aprilie)

4. Trei numere naturale nenule a, b, c se numesc pseudopitagorice dacS:

a2: b2 + c2.
Exist[ 2011 astfel de triplete?

5. Demonstrafi cd din 7 numere intregi se pot alege

Rdm6ne adev[rat rezultatul pentru 6 numere intregi?
(S:L11.1.iunie)

6. Aritali cd d + bz + ab este pdtrat perfect pentru cel pufin 2011 perechi de numere

naturale (a, b).
(S:L11.4.iunie)

7. Demonstrafi cI existd pdtrate perfecte w 2011 cifre din care 3 sunt 0, dar ultima
cifrd este nenul[.

(S:L11.7.iunie)

8. Fie a:2011! + 2010! + ... + 3t. + 2l qi arar... a, reprezentare a llui a in baza 10.

format din una sau doud cifre),Dacd s =a1a2+a3a4+a5a6+... (ultimul termen fiind

arltali cd a qis nu sunt pdtrate perfecte.
(S:L11.9.iunie)

9. Existd numere naturale, care scrise inbaza 10, au n cike qi scrise inbaza2 au2n
cifre? Justifi cali rdspunsul.

(S:L11.10.iunie)

10. Ardtali c[ existd numere naturale nenule n, pentru care numdrul Jn +l + JStx + 1

este numdr natural.
(S:Lll.2.octombrie)

11. Demonstra\i cd existi intervale fa, b) cu b - s) 2011 cate conlin doar numere
intregi compuse.

(S:Lll.8.octombrie)
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12. Dali un exemplu de 6 numere prime care sunt in progresie aritmeticr.
(S:Ll1.8.noiembrie)

13. Este adevdratd afirmaia Produsul a doud numere care se pot scrie cq suma ct
doud numere naturale pdtrate perfecte este un numdr care se poate scrie ca suma
a doud numere naturale pdtrate perfecte? (considerafi o identitate algebrici.)

(S:Ll2.4.ianuarie)

14. in expresia s =tl-t]t1* t*, se poate gdsi o alegere de semne astfel234 2012
incdt S s[ fie num5r intreg?

(S:L12.7.ianuarie)
15. Existd un num[r natural a cu20l2 cifre, toate nenule, astfel incdt a se divide cu
suma cifrelor sale?

(S:Ll2.8.ianuarie)
16. Existd oare un numdr w20I2 cifre, format numai cu cifrele 1 sau}, care se divide
la 22012?

(S:L12.7.februarie)
17. Enumerali toate triunghiurile cu lungimile laturilor numere naturale qi pentru care
p : 6r, unde p este semiperimetrul triunghiului qi r este raza cerclului inscris in
triunghi.

(S:L12.6.martie)
18. Aritali c[, folosind monede de 5 lei qi de 3 lei, se poate pl6ti orice sumr num6r
intreg de lei mai mare sau egal6 cu 8.

19. Fie m qi ndou[ numere intregi. gtiind c6 ecualia: f - @ . o.f'::'!;tii']]x
are ambele solu{ii numere intregi, aflali toate valorile posibile pe care le poate lua
l*-rl.

Ramona Tudoran, Arad (S:L12.1.aprilie)
20. Se dd un pdtrat perfect cu cifra unitSlilor 9 gi cifra zecilor 0. Ardtali cd cifra
sutelor este par5. Determinali cele mai mici dou6 p[trate perfecte care se terminl cu
cifrele 209.

21. Exist6 numere naturale nenule z astfel incdt,
carc p- I divide n, p divide n?

(S:L12.9.aprilie)
pentru orice numlr prim p pentru

(S:L12.8.septembrie)

22.Gdsilinumerelenaturalenpentru"ur"n('-*')=33J-.
2

. -(S:Ll2.l0.septembrie)
23. Determinafi numerele ?ntregi z pentru care numdrul z3 + 24'+ 3z + 2 este intreg.

Alin Munteanz, Sibiu (S:L12.1.decembrie)
24. Fie b = 2c, c c N*, obazd de numera{ie. Aritali cd:

x = @ {yb -9I1b- 9' 1u;+ ("-9

-_J

n ofl
este pdtrat perfect.

Mugur Acu, Sibiu (S:Ll2.9.decembrie)
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25. Ardtalicd(2n+ 1)!!:1 '3.5 . ....(2n+ l)nupoatefi
valoare n e N*.

26. Potfl trei cuburi perfecte in progresie aritmeticd?

pdtrat perfect pentru nicio

(S:L13.3)

(S:L13.4)

27. Demonstrali cd nu exist6 patru numere consecutive, mai mari decdt 10, care sI
aib6 toli factorii primi de o singurd cifrd.

Traian Preda, Bucureqti (S:L13.7)

28. Existd numere naturale n nenule, pentru care n'+ 18n este pltrat perfect?
(S:L13.47)

29. Determinali cel mai mic numdr natural n pentru care existd numerele natrtrale x, y,

lll
astrel rncat ?* j=A.

(S:L13.48)
30. Aflali toate numerele naturale nenule care pot fi scrise ca suma a cel pufin doui
numere naturale consecutive.

(S:L13.49)
31. Care este cel mai mic numdr nafural n pentru care ultimele trei cifre ale numirului
2013'sunt aceleaqi?

(S:L13.50)
32. Fie p, q numere prime distincte gi a numbr natural ce nu se divide cu pq, astfel
incat pq diiide numerel e d-1 - I si so-\ - 1. ArStali cd pq divide dq-t - 7.

George Stoica, Canada (S:L13.85)

33. Poate fi num6ru1 2" + 3' pltrat perfect pentru vreo valoare n e N?

(S:L13.87)
34. Gdsili 13 numere consecutive neprime w2310. Ardtali c6, date fiind 14 numere
consecutive, cel pulin unul este neprim cu 2310.

(S:L13.88)
35. Aflali ultimele trei cifre ale num[rului 1970 - 1870.

Cristina $t"fon, Bucuregti (S:L13.90)
36. Se consider[ numerele intregi a, b, castfel inc6t ab + bc + ca + 0 qi az + b2 + c2

este pdtrat perfect. Ardta[icd exist6 m, n e Z. astfelincat l!!+c =1*1.
ab+bc+ca m n

Lucian P etres cu, Tulcea (S:L13. 165)

37. Existd numere naturale an, n=1)013, astfel inc6t numerele ara2, a2a3, ...t

a2orzazo,t, azorzat (in aceasti ordine) sd formeze o progresie aritmeticd neconstantd?

Ce se intAmpld dacd inlocuim 2013 cu2012?
(S:L13.170)

38. in cdte moduri poate fi scris numdrul 2014 ca suma unor numere naturale
consecutive?

(S:L13.203)
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39. Rezolvafi in Z x Z ectalia x2 0 - i + f 1t - x) : x + !.
Lil iana Tomild, Botoqani (S:Ll3.243)

40. Considerdmzece numere naturale nenule cu suma 2013.
a) Dacd a gi b sunt doud dintre ele, oarecare, ardta[i cd ab < (a - l)(b + 1) dacd gi

numai dacda-b>2.
b) Care este valoarea maximd a produsului celor zece numere?

(S:L13.248)
41. Gdsili toate numerele prime p pentru care num5rul p? + 23 are exact 6 divizori.

C o r n e I iu Mdne s cu-Av r am, Ploieqti (S : L I 3.284)

42. a) Se considerd ecuafia ,' + f : 6/, x, !, Z e Z. Ardta\i cd, dacl (x, y, ,) este o

solulie a ecua(iei, atunci -r qi y sunt divizibile cu 3 qi apoi demonstrafi c[ (0, 0, 0) este
singura solulie a ecuafiei.

b) Determina\i(x,y) eZxF-,dacdx2 +f -2x+ 4y- l:0.
c) Ardtali cd,dacd(*,y).IR x IR este o solufiepentru * *y'-2x+ 4y*l:0,

atuncix e lR.\Qsauy e IR \Q.

43. pentru ce valori narurale z numarul ,1, * jll".*;r\r'";i;?Tt?lt;#'p?i?
perfect?

(S:Ll4.5)
44. Fie r un numlr natural dat. Determinati numerele naturale x, y ctJ suma minim[
pentru care3"+i:f.

(S:L14.10)
45. Determinafi cel mai mic numdr natural n pentru care exist[ exact 24 de numere
pltrate perfecte mai mari sau egale cu n qi mai mici sau egale cu n + 2014.

Olimpiadd Japonia (S: L14.88)
46. Arlf;ai cE num[ru] A=3?99?...976000.0...q56 se poate scrie ca suma pdtratelor a

2014 citue 2014 cifte

patru numere naturale pare consecutive.
Marin lonescu, Piteqti qi Marian Teler, Costeqti (S:L14.243)

47. DetermiHali numerele intregi x, !, Z,t care satisfa. I',. )s * z = t2

lr'*y'+22 =t3'
Lucian Dragomir, Olelu Roqu, Caraq-Severin (S:L14.326)

48. Gisifi solufiile intregi ale ecuafiei x' + 7 :9y{0 + 2).
Ionu! Grigore, elev, Timigoara (S:Ll5.3)

49. Ardta[i c5 ecualia * + xy : y2 + xz are o infinitate de solulii intregi x, y, z care
verificdz+l:x+y.

Mihaly B encz e, Bucuregti (S:Ll 5.4)
50. Determinafi numerele intregi x,y qizpentru carei + f + *:ZOtSyz.

Lucian Tulescu, Craiova (S:Ll5.41)

51. Determinali numerele primep qi q astfel ,n"U, 
(p - l)!+ I : q6 + 39.

p
Cristian Moanld qi Lucian Tulescu, Craiova (S:L15.47)
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rNDrcATIl $l sotuTll

PARTEA I. ATGEBRA

Cnprrorur- 1.1. Mut-lltvtEA NUMERELoR REALE

I.1.1. NurraERE NATURAIT. Numrnr iNrRrcl. Ecunlll. Ecunltl DIoFANTIcE

l. (S:Lll.2.aprilie) Numirul 18928 probeazd condiliile problemei.
2. (S:Lll.4.aprilie) Fie;r: numirul mediilor de 8 ale lui Matei. Rezulti cdx: num6-

rul mediilor de 8 ale Irinei : num[ru] mediilor de 9 ale Irinei : numdrul mediilor de

l0 a1e Irinei. Dinx t x * x: 15 deducem c[x:5. Deci Irina are 5 medii de 10'

3. (S:L11.6.aprilie) Fie m num6ru1 de pagini ale revistei, iar x qi x + 1 numirul

paginilorfoii lips6. Avem l+2+3 +... * n-x-(.lr+ l):199. Deducem ryI:
2

: 200 + 2x o n(n + i) : 400 + 4x. Deducem n:20 9i -r : 5. Rezultd cd revista ate 20

de pagini qi lipsegte foaia cu paginile 5 qi 6.

+. (S:I,f f .S.mai) Fie x, !, z i."l tr-... naturale nenule pitagorice, adicd * : y2 + i;
Existi o infinitate de triplete pitagorice: x:2t? + 2k + 1, y:2k t 1, z:2P + 2k, k e

e N.. Lu[m a: !2, b : ry, c : xz qi oblinem i=i.i. 
Deducem ci existr o

infinitate de numere naturale nenule a, b, c pseudopitagotice; a : (2k + l)(zti + 2k),

b : Qt? + 2k + l)(2k + l), c : Qt* + 2k + l)Qt* + 2k), undefr e N*.

5. (S:L11.1.iunie) imp6(im cele 7 numele intregi in 4 grupe in funcfie de restul

implrlirii la 4. R*: mulfimea elementelor care impdrlite la 4 dau restul k, k e {0, l,
2, 3) (adic[ x e R1,<> .tr = k (mod 4)). Avem caztxTle: o Exist[ o cals[ de resturi cu cel

pu{in 4 elemente. Daci avem card Rp > 4, putem alege a, b, c, d e R7. qi evident ,S:
: a + b + c + d: 0 (mod 4). . card Rra3, V ft e {0, 1,2,3\. Deoarece a-r b i- c -r

* d : (a + x)+ (b + x)+ (c +x) + (d + x) (mod4). Conformprincipiului lui

Dirichlet existl k e {0, l, 2, 3} astfel inc6t card Rr> 2 de unde catd Rp e {2,3}.
Modific6nd cele 7 numere adunAnd pe fiecare num[r cu.r : 4 - k, ptrtem considera fr:
= 0, adici avem card R0 e {2,3}.. Dac[ h+A qiR3 + Oputemalege a,6 e Re 9i

r e R,, d e R3 qiavem a + b + c + d:- 0 (mod 4)..Dacd,Rz:O, avemcard (Rr U

3Rz)> 4,reztltdRlrA,Rz+A.incazricardRz>2,alegema,b e Rs qi c, d e R2qi

rcztltd,S:a + b + c + d =0 (mod 4).incazulcardR2:TreztltdcardRl >2,alegem

a e R6, b, c e R1 Si d e R2girezult6 S : a + b + c + d: 0 (mod4). Analogproced[m

;i in cazul h -- O.Proprietatea nu rdmdne adevdratl. in cazttl a 6 numere intregi, cum

reiese din exemplul {4, 5,8,9, 12, 13}.

6. (S:L11.4.iunie) a : 3k, b : Sk,fr e N verificb condilia din enun!: a2 + b2 + ab :

= (3k)'+ (5k)2 + 3k.5k: (7D2. Cum mullimea N este infinitd rezultd cb exist[ o

infinitate de perechi (a, bi), a:3k, b : 5k, k e N cu proprietatea din enun!.

Teme Supliment Gazeta Matematici. Clasa a tX-a I eS



7. (S:L11.7.iunie) Dacd N:2&lOOg, r € N, n > 3 constatlm c[

N 2 
=5!4...42902003 88...8 998009 . Observdnd cd N 2 con,tine 2n + 7 cifre, are exact

r-l ci&e

kei cifre 0 gi ultima cifrl este nenul6, pentru n: 1A02,1y'2 este un exemplu ce verificl

condifiile date. Avem ci N: 2 . l0'*3 + 
10=-1.t0' $-7'10":-991 ,reztiltd, cd Nz :l3

49.102"*6 -13g7 4 -lo"*3 + 98208 1 (1). Pentru a justifica exemplul dat, avem

=5!4J..42g0200388J..8998009=5.102'*a *o-10ns -l-10'*7 +2902.t0'.'*g'10 
='-1.n-1 cifte n-2 cifte 9 9

. 1 06 + 998009 =
49.1o2n*6 - 4 -lo"*7 +261 18.10'n3 + 8. 1 0'"3 - 8. 1 06 + 998009. 9

49.102"*6 -13g7 4.10"*3 + gg20g I

9

. Conform (1) verificarea este completd.

8. (S:L11.9.iunie) Restul implr{irii hti ala 3 este egal cu restul impdrlirii la 3 a sumei

at+az+...+ap. Cum k! =2 (mod 3), V k e N, k>3 rezultdcda are forma a:3m"1

+ 2, unde m e N*. Prin urmare at + a2 +...+ ap : 3q +2, unde q € N*. Deoarece restul

implrfirii la 3 a unui pitrat perfect este 0 sau l, rezultd cd a nu poate fr pdtrat perfect.

Observim ci s: t0(a, + a:+...)+a2+04*...=3u * ar*az+...+ap :3M + 2. Prin

urmare, s nu poate fr piltrat perfect. Obs. Ultima cifrd a lui a este 2, rezultd cd a ntt
poate fi p[trat perfect. Aceasti justificare nu sprijini qi proprietatea cd s nu poate fi
pdtrat perfect.

9. (S:L11.10.iunie) Dacd a e N indeplineqte condif,a pentru n € N*, rezultd relaliile

10'-1 < a < 70n Qi2zn-t < a <22'.cum 10^r > 22'o [:)'- 10 este adevSrat6 pentru
\2) -

Y n e N, rezult[ ci proprietatea poate avea loc in cazal n e {1,2}. Cum 3:2 + I :
: 1112y qi 11 : 23 + 2+ 1 : 101112y rezultd, cdin canil n e {1,2} r[spunsul este

afirmativ, iar pentru n > 3, r[spunsul este negativ.
10. (S:Lll.2.octombrie) n:3, 15,720 verific[ condifia din enunf.

ln+l=k2I
La(*'-t)+l = p2 e8k2 - p'=7

11. (S:Ll1.8.octombrie) Pentru n e N, n)2, not[m ctrnt:1 '2'3' ... 'r (se

citegte n factorial, conven(ional avem 0! : 1! : 1).Cum toate numerele naturale de

forma 2013! + 2,20131.1 3, .. .,20131+ 2013 sunt numere intregi compuse; alegem ca

exemplu intervalul 12013! + 2;2013! + 20131 care ilre lungimea 2012> 2011.
12. (S:Lll.8.noiembrie) Numerele 7, 37, 67, 97, 127, 157 sunt in progresie

aritmeticd avdnd r{ia 30.

13. (S:Ll2.4.ianuarie)Fiex= a2 + b2 $iy=c2 + d2urrdea,b,c,de N.
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Atunci x.y = 7az + b217 cz + d21= (ac * bA' + @d - bc)z. Rezultd c[ afirmafia este

adevSratd. Obs. De fapt este vorba desBre identitatea lui Lagrange.
14. (S:Ll2S.ianuarie) R[spuns NU. Intre numerele 1006 qi 2012 existi un numir

primp qi atunci num6rul S:1tl; I .rt" singurul termen din suml care atela
b p' p

numitor multiplu de p, decip nu divide b. Se poate lua p : 201 l. Distingem cazurile:

CazulI. Dacd" 9=f, !e Z=ltLe Z=,Snuestenum[rintreg. Cazull-.Dacd
b p bp

! * Zatunci S:1t !:7*U si observ[m ci aceast6 fractie nu se simplificl prin
b** - b- p bp 3 -

p=SeZ.
15. (S:L12.8.ianuarie) Rlspuns DA. in revista de cultur[ matematicd ARHIMEDE
nr. 3-4, martie-aprilie 2004, este publicat articolul ,,Suma cifrelor unui num[r natural",
autori Gabriel bospinescu gi Adrian Zaharitc. in articolul mai sus numit sunt

formulate problemele: I. Dacd 1 < x < 10", atunci s(x(10' - 1)) = 92. Elimin6nd

eventual zerourile in care se termind x (nu se modifici suma cifrelor), presupunem.x =

=opru,, unde aj ) O, j S n, atunci x(10" - l) :q"r-oJ$-oto*-q=

=ata2...a,-r(a,-I)U*Q-ar)(9-ar)..{9-di-rX10-oi). Evident s(x(10" - 1)) =

= 9n.II. Ardtali c[ pentru orice n exist[ un numir cl n cifue nenule divizibil cu suma

cifrelor hi. IMO Shortlist. Analizdm doud cazuri: i) z este o putere a lui 3, adic[

n = 3k, unde k e N. Numilrul p =# indeplineqte condi,tia, deoarece se

demonstreazd uqor prin induclie cd 3k*2 
l 
ro'- - l, V k e N. Ii) DacI existd ft e N,

astfel incdt 3k < n . 3u*', determinim un numdr cu z cifre nenule de forma p =
=qa...ab.(10'- 1), cu ga...qb S 10'- 1. Atunci acest num6r are suma cifrelor 9l qi

s ori s ori

mai impunem s + t + | = n cifre.Aqadar s = n - t - I qi9t aa... ab.( l0t - I ) dacd t
\-/J

s ori

este o putere a lui 3. Considerdm t = 3k. Din condifia g9::9b < 10'- 1, putem alege


