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C,orrro".,r- 1

Siruri de numere reole

l.l. Nofiuneo de ;ir de numere reole

1. Sd se scrie termenul general al girului urmitor gi sd se pund acesta sub o form6

cit mai simpli

' 
- *,(' - ;[ - +)' t' - #)t' - +)t' - i)'

(Ex.1b, Pag.129)

R.cutlvure
Termenul.general este

o.:(,-+)t' +) t'- #),"e rN;(z 22)

9i observim cd

o.:(,-r('.;)['-i)t'.1) t' -;)('. ;) =

=['-;)t'-l ('-l('.;)['.f ['.;)=
(t 2 n-t\/g + n +l) | n+l

-l -.-. 

- 

l.l 
-.-. 

- 

l=-r--[zs 
" )\23"' n ) n 2

n+l
agadar o,: Z, .

2. Sd se scrie a,*, in funclie de an-, pentru girurile:

al ao: 2, dn: 3a,-, (n2 l); bl ao: !, dn: ]4o,-t * 2 (n > 1)

. I 2ar-, *1
c)ao: i,an: # (r> 1); dlao=4,a,nr:3an+2(n>-0)

L un-t , L (Ex. 3, pag. 129)



Molemoticd pentru closo o Xl-o

Rezolvare
dl an*r: 32an-,)

1 r(t ^\ I sb) onn, : Ao,*, = Zlit,,-, + z 

)+ 
2 = 7a,_r 

+ r;
"Zar-, 

+ I

c)an*r:*#=ffi=ffi,
a,r-, * 2

dl o,*, : 3(3an-, + 2) + 2 = 9ao_, * 8.

Cdtevs completdri
a) se observd cd termenii girului dat sunt cei ai unei progresii geometrice ?n care eo= 2,g = 3. Termenul sdu general vati an= eo. Q, = 2. 3,,n e IN.

b) Considerdnd egalitdtile an*, : 
la^+ Z; o,,= io,-, * 2, ne lN gi sc6z6ndu_le

1

obfinem Q,*t - an= ;@,- an- t). Aceastd egaritate ne aratd cd numerere an- a*pn € hr',
sunt termenii unei progresii geometrice in care primur termen este

at- ao

n e lN*

suma unei progresii geometrice cu primurtermen j siratia q = i,oblinem

a'-ao:tff=;[t-+)'n erN decian-t.;[t +) adicd

4

o,= lft - ,1 ),n 
e IN aceasta fiind expresia termenurui generarargiruruidat.

c) Deoarece a.:40 +l 4
, ao | 2 = 

5 "" 
observi cd termenul general al girului dat este de

forma o,: t,n e IN undexo : l;!o:2 gix, =4;y,=5.

I



igEgrEixincare eo=2,
tl_

Lne N 9i scdzindu-le

rlrE*ar -abt,n€ [.[*,

n esle

_,:(o, _rfil ' =*,
rn ?n membrul drept apare

1
te = i,ob{inem

l\,-v 
) adicd

,eneral al girului dat.

eral al girului dat este de

Siruri de numere reole

Atunci conform relaliei din enun! vom avea

zxu-t + L
x,, 

- !n*r -2xu-, 
* Yr-,

lo *r-t +Z Xn*t*ZYr-r

!n-l
Deci xn = 2xn_r* !,_f gi yn : xn_, * 2!,_1,n e IN".

Cum din prima egalitate avem yx_r : x,,- 2xo*r,n e ]N* cea de-a doua devine
x*r-2xn=x,_l * 2(xr- 2.x,_,)adicd xn*r-4xn*3r,_r:0,fl e IN*.

Scriind aceastd egalitate sub forma xn+t- x^:3(x,- x,_r),n e lN, rezultd cd

numerele x, - xn_t, n e IN* sunt termeniiunei progresiigeometrice de ralie q : 3 9i cu primul

termen xt*xo=2.
Proceddnd in continuare precum la punctul precedent oblinem

1a+t _l 3n*l +l*,: 

=:, 

n e IN, aPoiY,=;'n e IN.

3n*l - I
$iruldat are termenulgeneral an= lillll, n e lN.

d) Exerci{iul este analog celuide la pct. b). Aplic6nd acelagi procedeu oblinem
ao=5 '3"- 1,n e lN.

Observulie
1. La punctele b), c), d) ale exerciliului de care ne-am ocupat au apdrut - direct

sau pe parcurs - giruri (a,),n e lN in care se cunosc c[0, crr 9i se di o relalie liniard
intre treitermeni consecutivi ai ei.

Presupunem ce c[,0 = ct) dr= b iar relalia este

Aa.^+ Ban_, * an_z: 0, n2 2.

Atunci termenul general cr" se poate afla dupi un procedeu expus pe larg in
volumulAplicaliide Algebrd giGeometrie Analiticd, M,, clasa a Xl-a, autori: lnocenliu
Drighicescu, llie Petre lambor, Editura Aramis, 2002.

Reamintim, pe scurt, ci luind o de forma uu: tn oblinem ecualia caracteristici
Ar2+Br+C=0,duPdcare:

- daci A > 0, iar rid6cinile sunt rt gi 12, atunci d,: Crrl + Crri

- daci A:0, iar riddcina (dubl5) este r atunci a,: Crr' * Crnr'

- dacd A < 0, iar riddcinile fiind complexe le luim sub formd trigonometrici
rr,2 = p(cosq t dsin<p), I € [0, 2n] atunci o": p"(Crcosnq + Crsinz<p)

Pentru toate cazurile C, gi C, sunt constante gi se determini din condiliile:
0o : C, * Cr= ai ar: C rr, * Crrr: b.

Reluind, de pild5, punctuld) de la exerciliultratat avem ao= 4;

dn+t= 3an* 2, n e IN deci a, = 3ao* 2: 14 gi considerdm egalitdlile
Qn+t:3a,4/'a,,=3a,-r*2, n e IN pe care le scidem'



nffiXFl

Motemolici pentru closo o Xl-o

Oblinem en*t - en: 3on- 3ar_r, deci er*r - 4ao* 3on_r: 0, fte lNl.

orrn"li"l"I "i:?"lia caracteristicd este r2 -4r+ 3 :0 cu rdddcinile rr= t; /r:3.
n t -2-

Rezurtd ,,:--irte I lf;i.o: r?zrl1:':'o'
2)Celedoudrelalii delapunctul c),anume xn=2xn_r*!,,rgiy,:xo_t*2yn_,,neIl*

pot fi cuprinse simultan in urmitoarea scrie 
("" )

,re matricea ,^ lr,)=(1 
t)(;,,.,)e 

rN*.

Atunci, dacd considerdm matric ete xn=(-;,).^, , =(? i), "n",,,",""
anterioard devine xn: MXn-, ceea ce ne aratd cd x,,n e IN sunt termenii unei

progresii seometrice de ralie M siincare primur termen este xo = 
[;, ) 

= 
[l)

Atunci X,,= Mn Xo deci [t l= ,,(t\
\y, ) lr)'" 

e IN' iar problema revine la a afla

puterile M'. Seobservd cd M: Iz+ A"rO", = 
[l l)0".' M' =2rror

42 : 2A: . . .Ak : 2Lt A, k e IN, vom avea:

M' = Iz +fcfer = rz *ic[zu,,e= 4k=t &=l

: rz * *.rr, -t), = [; I . jo, -

Asadarvom avee ["] = 
t(r +t

'" \v,)- z[r' - r

[r"' -t )

[;;,)=| ,..3*, l' 
n e IN Rezu*d xn:

I'J
3. Fie girut (a,) definit prin a,: i U' an*t= an+ ;;*, - , z € IN*. Sd se deter_
m ine form uta termen uru i general gi si se verifice''iezriixiipl" induclie.

. )(2,,,r)n =,, . l(ic r-,), =

',[l l)=it; tl ;;;N
t' - r)/t \
r * llz)^ai"a

gt cum

3r*l + 1:--T-,nelN.

l0
(Ex.7, pag. 129)



, =Ore N*.
ar rfrijnib r, : l; rr= 3.

Siruri de numere reole

Rezolvare

1

Conform relaliei date in enun! avem a*+r - ak-- 
{k + r*k +r, k e IN*. Prin

urmare f{or^ - a) --), - j-. -'$f I -Ll o".ik=t'- fr,1ti*2111r*tj- fr,lt+z k+3 )"o"'
1 1 n-l 2 n-l n+l

a,-Qt nar= 3(".r)' n € IN*' Atunci o,:1+ 3@+D= ,*r' n e lN*'

Verificarea prin induc,tie o l6sdm ca exerciliu.

4. Si se afle termenul general al girului (x,) in care se cunoagte 
"o 

> 0 9i se dd relalia

9-r.:r*, *Zln_rrn g ]N*

lJ=[i ;)k:)e N*

'=[i l),"n",*",""
r e H sunl termenii unei

b f,, =[;)=[l)

foOtema revine la a afla

tt, z € IN*. Sa se deter-t)
rin induclie.

(Ex.7, pag. 129)

*..,= I(*,. t),n € IN*, n > o.

(Ex.8, pag. 130).

ci t{. =}clnr gicum
t=0

=r= *][iq zr -t)t=
'\oo )

+l 3'-l)
-t r+l

Rezolvare
I

Relalia din enunt fiind xn*txn: 2@i+ 
a), n e IN considerdm 9i

I
xnxn_t= 1@l_r+ a1, n e IN*

iar prin scddere oblinem x,,+rx,- xJn-r: |f*:- *:-r), n e IN*'

Cdutdm gi de aceastd datd xn de forma xn: / (r + 0). Dupd inlocuire oblinem

1

,2n+t - ,Zn-t - t?" - ,'n-'), , e ]N * iar dupi impd(ire cu r2"2 in ambii membri, rezultd

ecualia caracteristic d r3 -r=)?'- l) adicd (r'- :l[t - i) = o

I
Rddicinile ei fiind r, = l; rz: -l; ,r: 2 

vom avea:

C.
xn= C, + Cr(-l)' * ;, r e IN gi:

- Pentru n: 0, C, * Cr+ Cr= xo
,C.

-pentru n:1, Cr-Cr* i =r,

- pentru n:2, C,+ Cr* ? = *,

unde, conform relaliei din enun!

@3+a\2+4axi
4xoQl + a)

*l ,rTI
-2-,nelN.

t( ,\- xl+a
'':r['o.i)- 4 t ,,: ;[', . t)=

II



Molemoticd pentru rloso o Xl-o

Din sistemul celor trei egalitili de mai sus rezultd
_l 1tCr: iG xo* x,, + Zxr)i Cr= 

e@o+ 
3xt + Zxz). Cr: ]{ro- *r);

1
Agadarx, =Orrrr*x, + 2xr)+ $frr*3-rr * 2xr)+;;+;n e IN incare

x, gix, se inlocuiesc cu valorile indicate. Oblinem:

1[*'= 
7;7,,3;llzattxi + a) + "(4 - Q(t\' +

2,-r
,-(4-QQxl +a

nelN.

1' si se enumere primii patru termeni, iar apoi sd se afle termenul general al girurilor(a,) definite prin:

a)ro=0;",*,:-*o+2, n e lN;
b) Jo = 0; Jr : l, rr*r. :2xr- xn_r, n e IN;
c).ro: 1; r,*, : - xrt n, n e ]N.

2. Aflafi termenul general al girurilor definite astfel:
Ia)xo=0irn*r:-Vo* 1,n e IN;

1lb)ro=-l;x,rr:V,* 
7,n e lN;

c) ro: l; r, :0;4*, : xn- 
Ir^_r,n 

> IN.

l;,iji 
numerete reare a, D nenure. si se afre termenur generar ar girurui (x,) definit

a)xo : e) xt : b: x,= fu#u, 
@ > 2);

b)ro : a, xr : b; (a> 0; b > 0), xn = rl;;*,- {n>2).
4' se considerd numerele xo = 1; yo = 0 gi se cere si se afle termenii generali ai girurilor(x,) 9i (y,) definite prin relaiiile: "

.l 1a) xn: i(*,-,* y,-,); !,= 7{ll^_r* x,_,),

l1
b) ru : i(*,-,* y,-,); lo: i(r,-, * 2y,_,),

t2

n e IN";

n e lN";



Siruri de numete reole

I#$t-',I
tffitn e bt in care

5. $irul (a,) se definegte prin ao : l.; cI,*1:

6. Se consideri girul cu termenulgeneral:

, n e IN. Aflalitermenul siu general.l+ a,,

_ 
1,n 

e rN.

re
Sgeneral al girurilor

x,= c)o*r+ Cl,*?3 * C1,*,2u + ... + c:::i|t', n e lN*.

Arata,ti c5 nici unul dintre termenii sdi nu este divizibil prin cinci-

I 1* * 1- n€lN*.7. Fie girul cu termenul general x^ = 
Cl, 

* ,: * "' + 
C: '

Stabililio relalie de recurenld intre oricare doitermeni consecutiviaisii.

8. Sd se scrie sub o formd mai simpli termenulgeneral algirurilor definite prin:

123rr^,*
a) x.. =-*-*-* ...+ n-;ne 

IN*.'422"2'2"
lalala

b) xo = zrs;* orui+... 
+ Trs;t a+ 0;n e IN*.

1. a) Conform relafiei din enun! avem -rr = 2 9i xn*r : - (-x,-r * 2) + 2: tn=r: n e IN*'

Atunci, rezultfi ci: xo= xz= ... = *r.n: i..', xt=J3 = ..' : xzr*,t= "'; n € IN,

deci .r, = 0i rzn*r = 2, n € IN.

Slosiruiiii'(r ,,)o (xrn*,) ale termenilor de rang par 9i respectiv ale celor de rang

impar din girul dat sunt constante.

b) Relalia din enun! scrisd sub forma: x,*t- xn: xn- xn-ri fr e IN* ne aratd cd

xn- xnt= xr -r0 = I; n € lN*, deci termenii girului dat formeaza o progresie aritmeticd

in caiE'primul termen este xo: 0 9i ralia r = 1. Atunci xn: xo* nr = n, n e lN '

c) Conform relaliei din enun! avem: rn+l ('x,.r * n --1) + fr: x,-t* I, n.t Y-'., -
ceea ce ne aratb c6 din doiin doi te?rirenii Sirtilui dat formeazd progresii aritmetice

de rafie r = l. Este vorba despre subgirurile (xr,); (xrn*) n e ['{ Tn care ro : 1;

xr = -1, prin urmare xrn= L * tti xzn*r- - 1 4 n-

2. a) Conform relaliei din enun! svelrl r,+1 : - * 1:x =-n'n o_r*1,n€lN*,

iar de aici prin scdder€ r,+r - *,,: -+1x, - x,-,),ad icd 2xn*, - xn-rn-r : 0i n e IN*

ln acest caz se obline ecualia caracteristicd2rz - r - l:0 curdddcinile r, = 1;

r 21,, [- 1)"1.
rz= - i. Tinanor-se seamd cd xo : 0; x, : I se obline t, = 5Lt 

. 
[- Z,J 

1t

tsd al girului (.r,) definit

nnenii generali ai girurilor

I
v1

-x2

l3



Matemuticd pentru closo o Xl-o

llll
b) Din x,a: 

1x,+ V $i rn: 
i.r^_r* f, , ne IN* oblinem rela[ia

4"*t - 4r,* *n-, : 0, fl e lN* a cirei ecua{ie caracteristici este 4l _ 4r* I : 0 care

are ridicina dubtd r: i. t" obline *, =T, z-e [.[.
c) se procedeazd ca la punctul precedent. Ecuafia caracteristicd are rdddcina dubliI _ l_n,: t. Se obfine: t" = =f n e IN.

3' a) Rela(ia din enun{ fiind2x,:r*r * 2xo-r(n> 3) se obline ecualia caracteristici

2r2 - r- I = 0 cu ridicinit a rr= I; rz=_j. er,n urmare xn= Cr. 
"r(;l,n 

e lN

constantele Crgi CrrezultAnd din sistemul xo: Cr* Cr= ai xr= Cr_ + = b oblinem

_ a+2b 2c,: T; c,: 16 - b),iar apoi xn= + * 1o_ "[jl, 
n e rN;

b) Problema revine ra cea precedentd observdnd c6 togaritmdnd reralia din enun!
ob!inemlgl,:ry9iatuncinotdndy,=lgxo,condi!iileproblemeisunt:

!o:lga; !o= lgb; ,,= b#* 
@>z).

Conform celor stabilite vom avea

Iy.: ; (tga + 2tgb) + Jrrr"- *"[jl = *[;] *I ? at* :

=*(;lili*t'b'
, . (-r)'

Asadar ,, =l;1" 1fobr, n e rN.

4. a) Din relaliile date avem:

!n_t = 2x,- x,_r gi 3x,*, _ 5x,

se obfine ,,: -)* (;l ', 
iar apoiy,:

l4

*Zx*r:0,fre ]N*.

I t(z\'-l-;.;[;j ,n e rN.



rh.*
|d.4f-&* l:0 care

EG ridicina dubti

frr{h caracteristici

L:c.+"[j]z e r.r

+:c,- +:Dobfinem

{+l'ne N;

ffid n*aga din enunf

c#B pruHemet sunt:

r>2)

]Y!,, ttJ/::

r€ N*.
Fl

,ze lN.

Siruri de numere-reole

b) se procedeaz6 ca la punctul precedent gise oblin termeniigenerali:

".:l(r-*)' ,.:1('-#),n e rN

12xn
5. Deoarece a,: L, or: j considerSm termenul general al girului de forma o,: T ,

r e IN unde xo : l;!o= I gix, : l; !t: 2. Atunci din relalia datd in enun! oblinem
xn+t _ I _ ln , n€ IN.
!n+t t+ln ln*xn

!n
Proceddnd ca in cazurile precedente oblinem:

- - (J5 * zXr -.6)'-' + ('5 + z)0 + "6)"-.xr=

.' 
= 

[,*
1:

=9.22 xn *9yo +l6xn *2'22 y,,:

Ji-z'-'
(Jt - 2X1- J5)"-' * (JF + zXr * ..F) '

fn= , ze IN

deci

zlrJi- zXr - Jt)*' * (Js + zXr * Js)"-'1. n e rN.
""= '

Menfiune
problemele care urmeazd sunt mai deosebite, ele solicitind atAt perspicacitatea

gi fantezia rezolvitorului, cdt gi stdplnirea perfectd a unor cunogtin{e din materia

claselor anterioare.

6. (problemd propusd in 1974 de cdtre Radu Gologan pentru OIM)

Deoarece avem xn = |r::,i]r'o - 2-l tr:11(ril'**',n,roorcem ei auxiliarul
k=o k=o t i

, / r\20 ]- ( t\'n*'
y^: >C::iil z; 1 . Atunci rezultd cd 21 x, t ln =lt + z' | ,n . IN"' Prin urmare

-?,- [ ,, l. )

[,.,t1= [,t,.,"J[' 
*2 2i)=

+ 2y,) + 9yn* I6x,,.

,1 *r*, I !,+t= 
[, 

. ,1 
J'

, 12n+l

,t)

J

21(9x,

15



Molemstici penlru closo o Xl-o

Deoarece numerere ,o gi y,sunt ralionare (chiar naturare!) oricare ar fi ru e IN *,prin identific?r 
?b!n:lretaliile'" *, =9*n+2y,) !n+t: i;,;'gy,,n e IN*.lntruc6t ne intereseaze compJrtarea numeielpi'xn, n. f.{* in raport cu eventualurdivizor 5, in aceste reralii evitdm murtiprii acestuia (spunem 

"a "purliilrffi"il,r:i.;fac ,,modulo 5"), iar in continuare uom pro""Oa la fel.
Atunci putem scrie cd x,+t= -x,* 2y,; !n*t: xn- 1,, n € lN* retalii care,

matricear, se pot scrie sub rorma 
[r;:: )= [;t :r\i,), , .rN* iar dacd notdm

*'=(::,J n ' nr.; n=(-r' 
-',)"""""ta 

devine' ;,.,: AXn, ne rN*.

Atunci X,r2=AzX, $j Xn*j:A3Xn,ne ]N*, dar A2 =( :,

: 
=(-:,1?.) '"' ,,moduro ," r'= [i l) = ,,, ."");:,

[;;:: )='(i.)adicd 
x.*, : 3x., ne rN*

-,') 
''

:3Xn,n e lN* sau

Rezulti cd in raport cu divizorur 5 termenii xn, n e IN* se comportd periodic deperioadd 3' Atunci pentru a demonstra cerinla probl6mei este suficient s6 re{inem primiitrei termeni ai girului adic6
I

x, = \clk+t23k - c! + clz3 ;
,t=0

2

x, = lc!k+t23k - cl + clzt + clz6 ;
i=0

3

x, = Lclk+tz3k - c) + clz3 + clzs + clzT -

't=0
Dar neglijdnd multiplii de 5 cele trei numere sunt x, : l; xz: 4l xz= 2 ceea ceincheie demonstrafia.

7. Deoarece xo , n € lN* rezultd cd= $__1_
Lnk
k =oL,

xn+'| =E* = 1 . -Io.rh ='. #E#

t6


