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Capitolul 1
NUMERE REALE

Breviar teoretic

1. Parte intreagi. Parte fractionara
Partea intreagd a numdrului real x este cel mai mare numir intreg care nu-1
depaseste pe x. Partea intreagd a numarului real x se noteazi cu [x].
Partea fractionard a numarului real x este diferenta dintre x si partea sa intreagi.
Notam partea fractionard a lui x cu {x} si avem x = [x] + {x}.
Proprietdti:
a) [x] eZ;[x]<x<[x]+1,VxeR;
b) x<y=[x]<Dlx,yeR;
XI<Dl=x<y,x,yeR;
X=Dl=k-y<lLx,yeR;
o) X+ Isx+yl<kx]+l+1,VxyekR;
d) [x+n]=x]tn,VxeR, VnelZ, {x+n}={x},VxeR,VnelZ

|zl xe Z 4 {_}_{O,er :
) [_x]_{—l—[x],xe]R\Z’ o

f) [x]+ [x +%} = [2x] (Hermite).

2. Ecuatia lui Pell
Fie d € N, d > 2, un numar natural care nu este patrat perfect.

Ecuatia x* — dy” = 1, unde x, y € Z, se numeste ecuatia lui Pell.

Considerand (xo, o), X0, o € N, solutia minimala (cu x, > 2 minim), care exista!

2

solutiile (x,, y,), n € N ale ecuatiei Pell sunt date de relatia:

xn +\/Eyr1 = (xo +y0\/3)(xn—1 +y”_1\/3) = <x0 +y0\/g)n+l » € N’

la care adaugam solutia (1, 0).

3. Recurente liniare omogene de ordinul doi
Fie (ay,)y=0 un sir care verifica relatia de recurentd a,.; +a - @ +b-a,=0,n e N

3

a,beR,iarap=a,a; =P, a, p € R. Daca ry, r; sunt radacinile ecuatiei P tar+b= 0,
avem:

1) daca ry # 1y, atunci a, =¢1" +c,1, , n € N;

2) dacd r; = ry, atunci a, =r"(cn+c,),n e N,
unde ¢y, ¢; sunt constante care se determind din conditiile ay = o, a; = B.

Teme Supliment Gazeta Matematica. Clasa a X-a § 7



4. Inegalititi clasice
e Inegalitatea mediilor

Pentru orice ¢, > 0, i =1, n, avem:

dFetata, n
— > Yaa,..a = 1 T

5 S S
a a, a

n

o Cauchy—Buniakovsky—Schwarz (CBS)
Pentru orice numere reale a;, b;, i = I,_n , avem:
(@ +@ +..+a )b +b] +..+b))=(ab +ab, +..+ab,) .
e . Bergstrom

Pentru orice ;> 0, b; >0, i =1, n, avem:

2 2 2 2}
G B, G (@i & et o)
b b b, b4b b
e Holder
g s T I %
Pentru orice a; > 0, b;> 0, i=1,n, si orice p, g € (0, ) pentru care —+—=1,
q
avem:
1 L
(a? +af +..+a’)e (b +b! +...+b )1 > ab +ab, +..+ab,.
e Jensen

Fief:R —> R, a, b € R, a<b, o functie convexa. Pentru x, x,, ..., X, € (a, b) si

AyAgy ey My [0, 1]cud; +2,+ ... +A,=1, avem:
FOE £ AT ot do i VSN Al Bt (0, ) b A fi( )
In cazul in care functia f'este concava, inegalitatea isi schimba sensul.
e Bernoulli
Dacd x € (-1, o) si a € (-0, 0) U (1, ), atunci (1 + x)* > 1 + ax (cu egalitate
pentru x = 0).
Dacax € (-1, 00) si a € (0, 1), atunci (1 +x)* < 1 + ox (cu egalitate pentru x = 0).
e Cebisev
Pentru orice doud siruri de numere reale (@;), (b;), i = I,_n , la fel ordonate, avem:

ab +ab, +..+ab, Satat.ta, hudbnel coteby

n n n
In cazul in care cele doua siruri sunt invers ordonate, inegalitatea isi schimba
sensul.

5. Extremele unei functii de » variabile
Dacd E(xi, x,, ..., x,,) este o functie care depinde de variabilele x, € D1, x, € D>, ..

9

x, €D, (D;cR, i=1,n),atunci:
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Dindx B, B W x.)=0, cu (1, x3, ..., %) € Dp x Dy X .0 D,, daci
E(x1, Xo, .oy Xn) < M,V (X1, X2, .y %) € Dy x Dy x o x D, i existd (0, x),...,x0) €
€Dy xDyx ...xDy,cu E(x,x0,..,x0) = M,

2) ity E(ey, Loy o005 Fp) = M5 O (X5 Hop..oiiior Kg) €1 B Xehlhs < 4o %0 DL Bl
E(x1, X2, o0y X)) 2 m, ¥ (X1, X2, ..o, X,) € Dy x Dy x ... x D, si exista ol v e
€Dy xDyx ... x Dy, cu E(x),x),...,x°) =m.

6. Polinoame cu coeficienti reali
Un polinom cu coeficienti reali f este o expresie de forma f=a X" +a, X"+

* ...t a X+ a, unde a,, ..., a1, ay € R sunt coeficientii polinomului (a, # 0), X este
variabila, iar n € N se numeste gradul polinomului.

Se numeste ecuatie algebricd o ecuatie de forma f'(x) = 0, unde f este un polinom cu
coeficienti reali. Spunem ca numarul complex a este rddcicind a polinomului f'(sau solutie
a ecuatiei f(x) = 0) daci f'(a) = 0. Un polinom de grad » are exact n radicini complexe.

Cateva rezultate pe care le vom folosi:

a) Fie f un polinom cu coeficienti reali si a < b dous numere reale astfel incat
numerele f(a) si f(b) sa aiba semne diferite. Atunci, in intervalul (a, b) se afld cel
putin o radacina reald a polinomului.

b) Daca polinomul f are coeficienti intregi, f = a,X" + ... + @, X + ay, a, # 0 si

admite raddcina rationala x, = £ w,qe?,q#0,(p,q)=1),atunci p divide termenul
q

liber ay si ¢ divide coeficientul dominant a,,.
c) Relatiile lui Viéte. Daca xi, xa, ..., x, sunt radacinile polinomului:

3y, R e
el 2 n
a

n

S e L e R = s
1y TXH T T X, X, =

f=a X"+ ... +aX+ay a,+0, atunci

n

a
XXy X, =(—-1)" =2
a

n

7. Densitate in R

Fie 4 o submultime a lui R. Spunem c& multimea 4 este densd in R daci orice
interval (a, b) R contine cel putin un element al lui 4.

Teorema lui Kroneker. Daci o este numdr irational, multimea 4 = {m + an | m, n e
€ Z} este densa in R.

Consecintd (Jacobi). Daca o este numar irational, multimea valorilor sirului
X, = toni,en (unde {-} desemneaza partea fractionard) este densd in intervalul (0, 1)s
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Enunturi

1. Determinati numarul natural » pentru care:
A+ +cd+@+tb+)=(@+b)'+(B+c)+(c+a),
oricare ar fi a, b, ¢ € (0, o).
Dan Negulescu (S:1.14.218, SGM 9/2014)

" L
2. Calculati suma Z Lo ,unde # > 3 este un numar natural.

1<i<j<k<n

Sorin Dumitrica (3, SGM 4/2012)
3. Un ceas defect aratd ora 12:00. Din acest moment, acul orar se deplaseazd cu a°
intr-o ord, iar acul minutar cu 5° intr-o ora, unde a, b > 0.
a) Dacd a, b € Q, demonstrati cd exista un numar natural nenul » astfel incat cele
doud ace ale ceasului s se suprapuna exact dupa » ore.
b)Dacia € Qsib € R\ Q, demonstrati c8, oricare ar fin € N, acele ceasului nu
sunt suprapuse dupa » ore.
Steluta Monea (S:L.14.335, SGM 12/2014)
4. Existd numere irationale a, b > 0, astfel incét o’ si fie numar rational?
(3, SGM 2/2012)
5. Demonstrati ¢ multimea numerelor irationale x pentru care 2° este patrat perfect
(numar natural) este infinita.
(1, SGM 5/2012)
6. Determinati multimea 4 a numerelor rationale neintregi x pentru care 2* este intreg.
(2, SGM 5/2012)

’ RoTn m S O
7. Fie m, n numere naturale nenule, astfel Incat (B Aratati ca:

(6, SGM 5/2011)
8. Care sunt valorile lui » € N pentru care n > Jn+3¥n+3m9

Dan Nedeianu (S:1.13.14, SGM 1/2013)
9. Aratati ca Z y2kQ2k +1) , pentru orice n € N,
=  4k+1 2

Mariana Lazar (4, SGM 4/2012)
10. Arétati ca, pentru orice n € N ", avem:
1 3 1 b n(n + 2)
[sZenyl=d 238233 n(n+1)\/n(n+ 2(n+1)
George-Florin Serban (S:1.15.251, SGM 10/2015)
X 1 1007
11. Arétati ca Z[ j >

Kk ) 2-2016°

Carmen Botea si Viorel Botea (S:L.15.252, SGM 10/2015)
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