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Capitolul 1

Geometrie

1.1 Segmente

Probleme rezolvate

1. Pe o dreapti ludm punctele A, B,C, D astfel incit AB = a cm, AC = b cm,
BD=ccm, BC=a+bcm, CD =a+b—ccm, AD = ¢ — a cm. In ce ordine
sunt punctele pe dreaptd? (¢ > a, a + b > c).

Etapa judeteand, Vaslui, 1986

Solutie. (Fig. 1-1, Fig. 1-2) Din BC = a+ b = AB + AC rezulta ca A este situat intre
BsiC.DinCD =a+b—c=AB+AC—BD = (AB+ AC)— BD = BC—BD, de
unde BC = CD + BD, deci D este situat intre Bsi C. Din AD = c—a = BD — AB
rezultd cda BD = AB + AD, deci A este intre B si D. Atunci ordinea punctelor este:
B,A,D,CsauC,D,A,B.
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Fig.1-1 Fig. 12

2. Pe o dreapti se considerd punctele A, M, N,C, P,Q, B (in aceastd ordine) astfel
incdt: [AM] = [MN] = [NC|, [CP] = [PQ] = [QB] si AB = 12 cm.
a) Si se calculeze lungimile segmentelor [M Q)] si [N P)].
b) Ce lungime trebuie si aibd segmentul [AC] pentru ca P si fie mijlocul segmen-
tului [AB]? Dar pentru ca N si fie mijlocul segmentului [AP]?

Etapa judeteand, Harghita, 2000

Solutie. (Fig. 1-3) Fie AM = a 5i CP = b, atunci AM = MN = NC = q,CP =
PQ=QB=0b,iar AB=3a+3b=3(a+b)sau12 = 3(a+b),deundea+ b= 4.
a)MQ = MN+NC+CP+PQ = 2a+2b=2(a+b) =24 =8,iar NP = a+b=4.

b) Daca P este mijlocul lui [AB] avem: AP = PB = 6, dar AP = 3a + b, deci
3a+b =65 PB = 2b,deci 2b = 6 rezultd b = 3 si din 3a + b = 6 obtinem
a = 1. AC = 3a = 3. Dacd N este mijlocul segmentului AP atunci AN = NP
sideci 2a = a+ b, deundea = b. Cuma + b = 4 obtinem a = b = 2 si atunci
A€ =3a.=3-2=1=5.
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Fig. 1-3 Fig. 1-4

3. Pe o dreapti se considerd punctele A, C, D, B in aceastil ordine astfel tncit TAC =
3CBsi 3AD = 2DB. Ardtati ci AB = 3AC + CD.
Concursul "Petru Morogan”, 2005
Solutie. (Fig. 1-4) Avem CB = CD + DB, AD = AC + CD. Atunci relatiile din
ipoteza devin: TAC' = 3(CD+ DB) §i3(AC+CD) = 2DBsau7AC = 3CD+3DB
§i3AC+3CD =2DB,deunde 3CD = 7AC —3DB si atunci 3AC +7AC —3DB =
2D B de unde obtinem 10AC = 5DB, adicd DB = 2AC si atunci 3CD = 7TAC —
6AC, adicd 3CD = AC. Astfel AB = AC + CD + DB = AC 4+ CD + 2AC =
3AC + CD.

4. Pe o dreapti d se considerd punctele A,C, D, B in aceastd ordine, astfel incdt
TAC = 3CB si 3AD = 2DB. Aritati ci AB = 10CD.
Vasile Serdean, Etapa locald, Cluj, 2003

Solutie. (Fig. 1-5) Din TAC = 3C B, rezultd ATC = 9?12 =k (k > 0), deunde AC =

3k, BC = Tksi AB = AC+BC = 10k. Fiindea AD+DB = AB < AD+DB = 10k
si 3AD = 2DB. Obtinem 2—2—13 + DB = 10k < 5DB = 30k & DB = 6k. Atunci

AD = 2B — % = 4k. Avem CD = AD — AC = 4k — 3k = k. Fiindca

3
AB = 10k gi CD = k rezultd AB = 10CD.

4 oo 5 o S e ¢

Fig. 1-5 Fig. 1-6

5. Pe o semidreapti cu originea in O se consideri in aceasti ordine, punctele A, B, C
st M, N, P mijloacele segmentelor [BC), [C A], respectiv [AB). Aflati valoarea ra-
portului

OA+ OB +0C

OM + ON + OP’

Solutie. (Fig. 1-6) Avem OB = OA + AB, OC = OA + AB + BC si atunci OA +

OB+OC:3OA+2AB+BC,iarOM:OA+AB+B—2C—,ON:OA+%,

OP =0A+ AP = OA + ATB,deunde

AB) BE. | AG
. =

OM+()N+OP:3OA+(AB+— + 2+ 5

:30A+AB+<ATB+ATB)+(%+%Q

GALERY 60
OM+ON+OP

) =30A +2AB + BC.

Deci valoarea raportului 1.



1.1. SEGMENTE 7

6. Pe segmentul [AB] se iau punctele C, D, E, F in aceasti ordine astfel tncat:

AC:Q, CD:QAB AB‘ EB‘
7 35 107 3
Si se afle cel mai mic numdr natural n # 0 astfel incit [AB] sil poati fi impdrtit in
n segmente congruente, iar C, D, B, I si fie unele dintre punctele de diviziune.

Romanta Ghitd, Toan Ghiti, Concursul “Sim”, 2007
Solutie. (Fig. 1-7) Din EF = % cu EB = EF + F B obtinem

EF:M—§F£<:>3EF:EF+FB<:>2EF:FB<:>EF:%g‘
Atunci
AB:AO—I—CD%—DE—FEF%»FB@AB:A—er%E—i—?—oBﬁ-fg—l—FB@

up_AB_9AB_AB _3FB
7 35 10 2

AB(lfé—%~;—o):¥©AB-%:¥@FB:ATB.

Atunci EF = %E = ATB %: éﬁggideciFB:QEF:Q-if—: ATB.Cel

mai mic numar natural nenul astfel incat [AB] s& poata fi impértit in n segmente, iar
C, D, E, F sé fie unele dintre punctele de diviziune este [7, 35, 10, 6, 3] = 210.

4 4 D E ¥ f
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Fig. 1-7

7. Fie A, B, C, D patru puncte coliniare astfel incdt AC+CB+BD = AD. Daci M
este mijlocul lui [AB], N este mijlocul lui [C D] astfel incit punctele M si N sunt
concomitent in interiorul segmentului [BC| sau in exteriorul segmentului [BC] si
[CM] = [N B|, ardtati ci [AC] = [BD).

Ton Cicu, Concursul ”Josse Marti”, 2009
Solutie. (Fig. 1-8, Fig. 1-9, Fig. 1-10, Fig. 1-11) Din AC + CB + BD = AD rezulti ci
punctele B si C sunt intre A si D.

1) Dacé avem ordinea A, C, B, D, avem si aici doud situatii:

a) Punctele M si N sunt in interiorul segmentului [BC], atunci AM = é;—?, N =
co
5 g
CM = AM — AC — A—B—AC: AC+CB—2AC _ C’B~AC7
2 2 2
BN — CD £ CB—&Z—BD S = CB;BD
Din [CM] = [NB|siCM = Ll AC, BN = e rezultd [AC] = [BD].
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b) Daca punctele M si N sunt in exteriorul segmentului [BC] atunci

CME AC — AM = AC — @:AC— AC+BC _ AC-BC
2 2 2

NB:BD~ND:BD_O_2D_ bt BC;—BD 5 BD;BC.
Din [CM] = [NB]siCM = AC—TBC,NB = @;—m’rezulté [AC] = [BD).
1) a) 1) b)
fAN LW ek s B L e R, s

Fig; 1-8 Fig. 1-9

2) a) 2)b)
v | Fig. 1-10 ; F:g 111 3

2) Dacd avem ordinea D, B, C, A avem iar doui situatii.

a) Punctele M si N sunt in interiorul segmentului [BC]

oMo AB _ ,o_ BC+AC-24C _ BC-4AC
2 2 b
BN:DN_DB:%_C_DB: DB+BQC—2DB - BC;DB.
Din (CM) = (BN) §i CM = BC“;A;C_', B BC;DB seorilit 6 LA

(DB).

b) Dacd M si N sunt in exteriorul segmentului [BC] atunci

CM=CA-AM =cA- 4B _gy_CA+BC _AC-BC
2 2 2
BN:NC—BC:%_BC: DB+B2C*QBC: DB;BC.
Din (CM) = (BN) §i CM = A—C_;ﬂ, BN = ———DB;BC rezultd ci (AC) =

(DB).

. Pe o dreapti d se consideri punctele diferite Ay, A, Az, A4, in aceastd ordine.
Stiind ci B este mijlocul segmentului [A; As), C este mijlocul segmentului [Ag Ay],
D este mijlocul segmentului [BC), iar BC' = 3A43A3, 3BA; = 2CA, si
AsC = 33 cm, si se calculeze lungimile segmentelor (A14s), (As3Ay), (BC),
(DAy), (A1D), (A1 Ay).

Solutie. (Fig. 1-12) Fie A1B = a, AsC = b, A3 A3 = ¢. Atunci BA; = a,CAy; = b,
BC = BAy + AsAs + AsC = a+c+b. Relatia BC = 345 A5 din ipoteza, se mai
scrie:

at+c+b=3csa+b=2c (1)
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Il

|

Din 3BA; = 2C A4 obtinem 3q = 2b. Fie 3a = 2b =k (k > 0). Atuncia =
iar din (1) avem

[SUR =

]

kE k 5k 5k
bhi=9 —t+-=2c — = =—.
a—+ c<:>3—! 3 < 6 2c & c 5
Fiindcd A2C = 33 cm si A2C = ¢+ b, deducem
5 5k
b+c—33<:>k-§— k 33©6k+5k:33¢¢11k—33@k*36
12 12
Atunci
k36 k36 5
a~§—?—12(cm),b—§~?—18(cm)c —1—2k E-36-5-3215(cm),

A1As=2a=2-12 =24 (cm), AgAs = 2b=2- 18 = 36 (cm),
BC=a+c+b=12+ 15+ 18 = 45 (cm),

BC 4 I
DA4:DC+CA4:T+CA4:?5+18:8?:40,5(Cm)

124 PP g5 (em)

A1D=A1B+BD=a+ ~

AL Ay = A1Ay + A Az + AsAy =2a+c+ 2= 244+154+2-18 =175 (cm)
9. Fie n € N gi punctele coliniare A, B, C, D (considerate in aceastid ordine) astfel
incat
ABp 25 BC L3 CD =203 L AD,
Determinati pozitia punctului M € [BC cu proprietatea AM-MC = BM-MD.
L. Safta, Etapa judeteand, Mehedinti, 2004
Solutie. (Fig. 1-13)
a) Pentru n = 0, relatia din ipoteza devine:

AB+BC+CD:ATD@AB+BC+CD:£+£3C+—CD@

3AB+3BC+3CD=AB+ BC+CD < 2AB +2BC 4 2CD =0,
relatie imposibild, deci n # 0.
b) Pentrun = 1 avem:
AB+2BC +3CD = 2AD < AB+2BC+3CD =2(AB+ BC + CD) &

AB 4 2BC +3CD = 2AB + 2BC +2CD < CD = AB.
Dar AM - MC = BM - MD < (AB + BM) - MC = BM(MC + AB) <

AB-MC+BM-MC =BM -MC+ BM -AB < AB-MC = BM - AB =

= MC = M B adicd M este mijlocul lui [BC] decisialui [AD] pentrucd CD = AB.

1 1 1 1 1
)Dacan>2avem2“>33">36">3§1dec1l<— S

o 373" 3 6n 3¢
Relatia din ipotezd se mai scrie

AB+ 2% . BCA 3" .CD=2" .37 AD@AB 'BC O

6m 6n T
AB .. BC. CDH AB+BC+CD
o e @)
Dar
AB BC CD AB BC CD
——+—+‘— "E)’—-l- 3 s e 3 (2)

Din (1) si (2) ob;inem o 1mp051b111tate. Deci avem solutie numai in cazul b) cand
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Fig. 1-12 Fig. 1-13

Probleme propuse

1.

Fie punctele E, G, H, F coliniare si distincte. Stiind ci EH = b, EG = a, GF =
d,EF =a+d, HG =a—b, HF = a+d — b, si se determine ordinea acestor
puncte pe dreaptd.

Etapa locald, Constanta, 1988

. Sedau punctele coliniare A, B, C si D in aceast ordine astfel incit AAB+5AD =

9AC si BD = 18 cm. 54 se afle lungimile segmentelor [BC] si [C D).

Nicolae Dinuts, Concursul ”Dan Barbilian”, 2004

. Considerdm punctele C si D (diferite) pe segmentul [AB], astfel incit 4AC =

3BD $i 5CB = 6AD. Aritati ci AB = 3AC si DB = 2CD.
Vasile Serdean, Etapa locald, Cluj, 2000

. Fiedreapta d i A € d, B € d, C € (AB) astfel incit AC < CB. Daci D € d,

E € d astfel incit A, respectiv B si fie mijloacele segmentelor (CD) si (CE), M
este mijlocul lui (DE), N este mijlocul lui (AB), iar M N = 5 cm, calculati CN.

Iuliana Gimoiu, Daniel Stretcu, Etapa locals, Mehedinti, 2003

. Fie punctele coliniare A, B, C, D (in aceastil ordine) astfel incit:

AB +2BC +3CD = 2AD.

Determinati punctul M € (BC) cu proprietatea: AM - MC = BM - M D.
Etapa locald, Vaslui, 2000
Dacii A, B, C, D sunt puncte coliniare, in aceasti ordine, si se arate cii:

AD BC 1 1
E*ﬁ*(m@*aﬁ)'w

. In interiorul segmentului [AB) luim punctele C si D astfel incit

AC:g-ABgiBD:%-AB.

Fie M si P mijloacele segmentelor [AB] respectiv [C D). Sit se calculeze lungimea
segmentului [AB), dacdi M P = 11 cm.

Etapa zonala, Harghita, 2009

. Pe semidreapta [Ox se iau punctele A, B, C astfel incit d(O, A) = a, d(O, B) =

a+8,d0,C) =a—4(a> 45id(0, A) inseamnii distanta intre punctele O si
A).
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a) Daci orientarea dreptei suport a lui [Ox este de la O la A, care va fi ordinea
punctelor A, B, C pe semidreapti?

b) Calculati d(A, B), d(4, C), d(B,C).

¢) Dacit M este mijlocul segmentului [AB), iar N este mijlocul segmentului [AC],
calculati d(O, M), d(O, N) in functie de a.

d) Ariitati cd A este mijlocul segmentului [C M), iar

CN:%, CBzé%A—{,MN:?.

Titus Carbune, Ioan Moraru, Etapa locald, Bistrita-N&saud, 2000

CA DA 2
9. Punctele A, B, C, D sunt colini | — = — = -, i AB = ]
unctele A, © 'sun coliniare .§1 BA DB 5 Daci 42 cm, iar
punctul C este interior segmentului [AB], se cere:

a) ordinea punctelor pe dreapta AB;

Etapa judeteand, Mures, 2003

10. Fie punctele C si D de o parte si de alta a segmentului [AB] astfel incit CA | AB
$iDB | AB, AC =a, DB =b, AB = a+bcu a # b. Mediatoarea segmentului
[C D) intersecteazi pe [AB] in M. Ardtati ci M B = a.

Gabriela Constantinescu, Etapa judeteana, 2002

Solutiile problemelor propuse

1. (Fig. 1-14, Fig. 1-15) Din EF = a+d & EF = EG + GF rezultd c8 G € (EF).
Din HG = ¢ — b & HG = EG - FH & EG = GH + HE rezultd cd H €
(EG).Din HF = a+d—-b< HF = EG+ GF — EH < HF + EH = EG +
G’ (relatie adevaratd) cdnd avem ordinea £, H, G, F'. Ordinea punctelor pe dreaptd
este: E,H,G,Fsau F,G,H, E.

E i G F & 5] H £

Fig. 1-14 Fig. 1-15

2. (Fig.1-16) Cu AB = AC — BC'si AD = AC + CD relatia de demonstrat devine:
4(AC — BC) + 5(AC 4 CD) = 9AC & 4AC — ABC + 5AC + 5CD = 9AC &

®5CD=4BC@%Q:%C—:I€,
de unde CD = 4k, BC = 5k. Din BD = 18 cm, obtinem: BC + CD = 18 & 4k +

5k =18, deunde k = 2. Atunci BC =5k =5-2=10cmsi CD = 4k = 4.2 = 8§ cm.

A B L A L £ £

». o » o
2 -

Fig. 1-16 Fig. 1-17
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BD

3. (Fig. 1-17, Fig. 1-18) Din 4AC = 3BD, rezulti ATC = — =k (k > 0), de unde

4
AC =3k si BD = 4k. Atunci 5CB = 6 AD se mai scrie:

5(AB — AC) = 6(AB — BD) < 5(AB — 3k) = 6(AB — 4k) &
5AB — 15k = 6AB — 24k < AB =24k — 15k & AB =9k < AB =3 .3k &
< AB = 3AC.

i) Dacd punctele se afld pe dreapts in ordinea A, C, D, B atunci

CD = AB — AC — DB = 9k — 3k — 4k = 2k.
BD = 4ksi CD = 2k = BD = 20D,
ii) Daca punctele se afld pe dreaptd in ordinea 4, D, C, B, atunci

AD = AB— DB =9k — 4k =5k si CB = AB — AC = 9k — 3k = 6k

$iCD = AB ~ AD — CB = 9k — 5k — 6k = —2k, imposibil (k > 0).

1 L B i3 | £ Ny ]

5

& ™ -

Fig. 1-18 Fig. 1-19
. (Fig. 1-19) Notdm AC = a, CB = b. Atunci DE = 2AC + 2CB = 2(a + b). Fiindca
M este mijlocul lui DE = DM = ME = %GTM = g+ b. N fiind mijlocul lui AB
= AN =NB= ATB = a;b.Atunci

b
NM = DM ~DN = a+b—(DA+AN) = a+b— (a+ “;’b> HAr b (3“; )

_2a+2b-3a—b b-a
B ) T g

b—a

Dar NM = 5 cm, deci =5=b-a=10(cm)=> CN =CE—-(NM+ME) =
26— (54+a+b)=2b—-5-a—-b=b—a—5=10-5=5(cm).

. (Fig. 1-20) A, B, C, D coliniare (in aceastd ordine) atunci AB + BC + CD = AD si

relatia din ipotezd devine:
AB +2BC +3CD =2AB+2BC + 20D < CD = AB.
Fie M € [BC]. Atunci
AM -MC=BM-MD < (AB+ BM) - MC = BM - (MC 4+ CD) &

AB-MC+ BM -MC=BM -MC+BM-CD & AB-MC = BM - CD,

cum AB = CD obtinem MC = BM si cum M € (BC) rezultd ci M este mijlocul
lui (BC).
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6. (Fig. 1-21) Relatia din ipoteza se mai scrie:

A sBO < BD BD AD =B sBD. £ BC

AB ' CD AB"cDTAB " AB - ¢D ¢D°
AD - BD BD - BC
15 =—©¢p & CD(AD — BD) = AB(BD — BC)  CD - AB =
= AB - CD relatie adevirats. (Am tinut seama cd AD — BD = ABsi BD — BC =
CD).
7. (Fig.1-22) Fie AB = a. Atunci AC = 22 2 BD = E BC = AB— AC = a—%l -2,
4
AD = AB-BD = a - ?a - g- Fiindcd M este mijlocul lui [AB] atunci AM =
MB = E, CD = AC - AD = %l — % = JO . Punctul P fiind mijlocul lui [C D]
19a;..1...:-19a
DP = PG o=
b i ““% 2" ®
AP—AD+ D241 _Patle_3la_da_a

5 60 60 60 60 2°

deci punctul P se afld la dreapta punctului M. Atunci

3la a 31la — 30a a
P AR ZAM = = = 2 )
M= e & 60 2 60 60

Deci % = 11, de unde a = 660, adici AB = 660 cm.

5 = iF i ks 4 5 # &

Fig. 1-22 Fig. 1-23

8. (Fig. 1-23)
a)Dina -4 < a < a+ 8avem d(0,C) < d(0,A) < d(O, B). Atunci ordinea
punctelor este: C, A, B.
b)d(A,B)= AB=0OB—-0OA=a+8—a=8
d(A,C) = AC=0A-0C=0a— (a—4) =41
d(B,C)=BC=0B-0C=a+8- (a—4) =12
c) Dacd M este mijlocul lui AB avem MA = MB = 8 : 2 = 4, iar dacd N este
mijlocul lui (C'A),avem: NC' = NA = 4: 2 = 2. Atuncid(O, M) = d(O,B)-MB =
a+8—-4=a+4,d(O,N)=0A— AN =q - 2.
d) AM = 4si AC = 4 deci A este mijlocul lui [CM]. Avem CB = 12, CN = 2si

CB 1272ACN131"CM42AM72 4_81r%:122_6—MN
(MN = NA+AM =2+ 4—6).
CA 2 2 2 84
. (Fig.1-24, Fig. 1- AB = i = = CA=-. =—-42=—=1 ;
9. (Fig.1 2,Flg 125)DA ;12cmD§1ABA E = - AB 5 2 5 6,8
Fundcag = 1dmﬁ i == DB < 1,deci DA < DB. Avem situatiile:
i) D € [AB]
Atunci AB = AD + DB. Din g—g— = § rezultd DTA — DS—B = k sideci DA = 2k,

DB = 5k, AB = AD 4+ DB = 2k + 5k = 7k. Din AB = 42 cm si AB = 7Tk
obtinem k = 6. Atunci AD = 2k =2-6 = 12cmsi DB = 5k = 5-6 = 30 cm.
Din AD = 1251 AC = 16,8 = AD < AC si ordinea punctelor pe dreapti este:
A,D,C,B;CD = AC — AD = 16,8 — 12 = 4,8 cm.
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if) Dacd D ¢ [AB]si DA < DB = A € [DB]siatunci DB = DA + AB.

_ DA _ 2 DA 2 r
Rela’gla 'D—E = g deVlne. m = g = 5DA = 2(DA+42) i=4 3DA =295 49 =4

DA = 28. Ordinea punctelor este D, A, C, B. Atunci CD = AD+ AC = 28+16,8 =
44,8 cm.

i i} (48 B &3 A & &

10.

1.2

Fig. 1-24 Fig. 1-25

(Fig. 1-26) Construim perpendiculara in C pe C A si fie E punctul ei de intersectie cu
dreapta D B. Atunci (AC) = (BE)(a) §i (AB) = (CE)(a+b) (fiind paralele cuprinse
intre paralele). Obtinem ca triunghiul ECD este dreptunghic cu (EC) = (ED)(a +
b), iar mediatoarea EP va fi si bisectoarea unghiului CED, deci m(B/ET/] )= 457,

Cum si m(Ew\B) = 45° rezultd ci triunghiul BEM este dreptunghic isoscel, deci
(EB) = (MB) siatunci BM = a.

C a+b P

o ia

Fig. 1-26

Unghiuri

Probleme rezolvate
1. Dintr-un punct O se duc semidreptele [OA, [OB, [OC astfel ca [OC C Int (@)

si m(AOB) + m(AOC) = 180°.
a) Daci [OX este bisectoarea B/Oﬁ, si se arate ci OX 1L OA.
b) Dacit m(m) = Sm(B/Oz), s se calculeze m(@), m(A/O\B), m(fO\Y),
unde [OY este bisectoarea AOC.
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Solutie. (Fig. 2-1) Daca z = m(m) siy = m(@), atunci

e

m(AOB) + m(AOC) = 180° & (z +y) + & = 180° © 2z + y = 180°.

2) Avem m(A0X) = m(A0C) + m(COX) =z + L = 22+ _ 1820 — e

2 2
O0X 1 OA.




