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ALGEBRA

Capitolul 1
DIVIZIBILITATE.
MULTIMEA NUMERELOR INTREGI

1. Si se demonstreze ci pentru orice numar natural m, exista numdarul natural n, astfel
incAt numirul a =3 - 5" + 5”" si fie patrat perfect.

2. Si se determine numdarul prim n pentru care numarul n’ + 13 este numar prim.

3. Si se determine numirul n € N, stiind ca 8n + 1 si 24n + 1 sunt patrate perfecte, iar
8n + 3 este numar prim.

4. Fiea,b € N*si fied = (a, b), m = [a, b]. Sa se demonstreze cda+b>d + m.

5. Sa se determine numdrul natural n pentru care numarul a = n’ - 3(n® —n + 3) este
numar prim.

6. Sa se determine numerele prime m si n, stiind ca numerele a=mn + 7 si b = 4m +
+ n sunt prime.

7. Fie x, y e N* astfel incat 4> + 4""' <2, Sa se demonstreze ci numarul a = 2" +
+ 2Y este divizibil cu 9.

8. Si se determine numerele intregi m si n, stiind ca numarul p = m’n — 3mn + m +
+2n — 2 este prim.

9. Si se demonstreze ca existd o infinitate de perechi de numere naturale nenule (a, b)
astfel incata<b,b+1|a’sia+ 1|b’.

10. Si se determine n € N, stiind ¢a numerele n, n + 2, n + 6, n + 14 si n + 18 sunt
simultan numere prime.

11. Sa se determine numerele n € N pentru care numerele n + 2, n+ 4, n+ &, n + 10,
n + 16 sunt simultan numere prime.

12. Si se determine n € N, pentru care numerelen+3,n+7,n+ 13, n+ 15, n+ 19 i
n + 25 sunt simultan numere prime.

13. Sa se demonstreze ca nu existd n numere naturale impare, prime §i consecutive,
unde n > 4.

14. Si se demonstreze ca existd numere de forma A = aaa..abbb...b care se pot scrie
ncifre  ncifre
ca produs de doud numere naturale consecutive, unde a = 2b.
o = = 2025 = .
15. Sa se demonstreze ca numarul a =2"""" + | nu este numar prim.

16. Si se demonstreze cd numerele A = 999...9n sunt numere compuse.
100cifr
cire

17. Sa se determine cel mai mare divizor prim al numarului de patru cifre A = abed,
unde b = 3a, d = 3c.



18. Sa se demonstreze cd numerele A = aaa..a, unde n € N, n > 2, nu sunt pétrate
ncifre

perfecte.

19. Fie a, b, ¢ numere prime distincte. Fie n € N si fie numirul A = a™ + b™ + ¢*. Sa

se demonstreze ca A nu este péatrat perfect.

20. Sa se determine numerele naturale n pentru care numerele 2" — 1 si 2" + 1 sunt

simultan numere prime.

21. Fie a si b numere prime astfel incit a > b > 5. Si se demonstreze ca existd un nu-

mar de doui cifre care divide numirul a* — b*.

22. Sa se determine numerele prime a, b, ¢, d, nstiindcia=b+c=d—n.

. AL A 2 2
23. Fie numerele aj, a,, a3, ...., a, € N*, n € N, n > 5 astfel incat a; =aja,, aj =aa,,
2 .2 % o e 22
. ay_;=a, >3, sl a; =a,_,a,. Sa se afle numerele a,, a,, a;, ..., a, stiind cd a; +a; +

+..+al=4n.

24. S se precizeze care numere de la 1 la 999999 sunt mai multe: cele care se divid cu
13, dar nu se divid cu 17 sau cele care se divid cu 17, dar nu se divid cu 13.

25. Fie numdrul n € N* astfel incat suma cifrelor lui n este egala cu suma cifrelor lui
3n. Sd se demonstreze cd 3 | n, 9 | n, dar nu neaparat 27 | n.

26. Se considerd numarul 213213213213. Care cifre trebuie sterse pentru a obtine cel
mai mare numar divizibil cu 9?

27. Se considera 3 numere naturale a, b, c cua + b + ¢ = 12. La oricare doua dintre
cele trei numere se adaugd 1 si numerele obtinute inlocuiesc pe cele date initial, unul
ramanand egal cu cel dat. Este posibil ca dupa mai multe astfel de operatii sd se obtind
trei numere impare egale?

28. Fie numarul a, = 111...1, care contine n cifre de 1, n € N*. Stiind ca 7 | a,, sa se
demonstreze cd existd 4 numere prime de cel mult doui cifre care divid numarul a,,.
29. Si se determine numerele prime a=n*+3n’ - 2n+3,n € N.

30. Suma a patru numere naturale este 630. Sa se determine cea mai mica valoare pe
care o are c.m.m.m.c. al celor patru numere.

31. Sa se determine cel mai mare numar de numere naturale consecutive care in des-
compunerile lor in factori primi au acesti factori primi cu exponentii numere naturale
impare.

32. Si se determine numerele prime m, n, p stiind cd numarul A = (m* — np)(n® —
— mp)(p” — mn) este numar prim.

33. Sa se demonstreze ca nu existd numerele naturale a, b, ¢, d diferite intre ele, astfel
incat 3* + 3° +3° =3¢,

34. Si se determine numerele abc pentru care abc=(a+b+c)’+a+b+c.

35. Sé se determine n € Z si numerele prime p si g, pentru care n’ = n + pq.

36. Fie n € N* si numerele a,, a,, ..., a, cu proprietatea |a;| € {0, 1} pentru orice i =

=lnsia,ta,+..+ta,=a,aec Z.

2m+l] 2m+1 2m+1

a) S se calculeze a; "~ +a;  +..+a;" ,undem e N.

n



b) Sa se determine |S|, unde S este suma tuturor produselor aja; cu 1 <i<j <n. Se
stiecda=
. ! N 1 1
37.Fiea, b, c € Z*, n € N*, astfel incdt a+ —+—=
c
a) In ce conditii ecuatia cu necunocutele (a, b, c), pentru care n este fixat, are un
numar finit de solutii?
b) Daca (ay, by, co) este solutie cu by + ¢o # 0, iar n este fixat, s se determine valoa-

P : . . i 2 12
rea minima, respectiv maxima a expresiei S = aj + by + co.

38. Fie a;, a, a3, ..., a, € Z,unde aja...a, = l,n e N.n>4. FieS=a; tap +.. +a, si

1 1 1)
fie P= (al +—1—}£a2 +—j-...-(an_l +_\l'(a” +— i
a, a; a, ) a; )

a) Sa se determine valorile numarului [S].
b) Si se determine P dacd [S| <n.

39. Fie numerele a,, a, ..., a, cu || = 1, (V) i= L,n, n € N, n > 3, astfel incét a;a, +
+aa; +... ta,a, +aa =0.

a) Sa se demonstreze ca 4 | n.

b) Si se determine numarul solutiilor (a;, a,, a3, a;) (pentru n = 4).
40. Fie o multime finitd A c Z astfel incat cel mai mare element din A este 100. Sa se
determine A, stiind ca daca |a| + |b| € A, atuncia—b € A.
41. Sa se determine perechile (a, b) formate din numere intregi pentru care |a| + [b| =
=10si|abj]=n*n e N.
42. Fie a, b, m, n € N*. Sa se demonstreze ca numerele A = (2a)" + 1 §i B = (2b)" -1
sunt prime intre ele.
43. Este posibil ca s se scrie pe un cerc numerele 1, 2, 3, 4, 5,6,7,8,9 astfel incat
suma oricaror trei numere vecine sa fie cel putin egald cu 16?
44. a) Si se determine c.m.m.d.c. al numerelora=111.. 1$1b-— 11111111.

8n+4

b) Sa se determine (111 111, 1) unde m, n € N*.
45. Sa se determine numerele a = n(n + 4)(n* + 6), n € N, care au exact 8 divizori
naturali.
46. Si se demonstreze ci nu existd numere de forma 9n — 4, n € N*, care si fie produ-
sul a dousi numere naturale consecutive.
47. Fie n € N*. Si se determine X, y, z € N cu x <y < z, pentru care (2n)" + (2n +
+1)Y =(2n+2)-
48. Fie a, b, c € N* — {1} astfel incat (a, ¢) = (b, ¢) si [a, c] = [b, c]. S& se demonstreze
caa=bh.
49. Si se rezolve in numere intregi ecuatiaa + b + ¢ +ab +ac + bc +abc =5
50. Si se determine a € N, a> 999, stiind cd (a+1n; 999 +n)=1,unden e N*,n<a-—
—999.



51. Se considera sirul (a,),»; < Z definit astfel: a, =a,a,=a+b,a;=a, —a;, a; = a; —
— 2, ooy Apey = Apa1 — Ay, (V)11 € N*, unde a, b € Z.

a) Sa se determine suma a 6 termeni consecutivi ai sirului.

b) Sa se demonstreze ca existd r € N* astfel incét a, + a,., = 0, pentru price n € N.

¢) Sd se determine a si b, dacd suma pétratelor a 6 termeni consecutivi este egald cu
12.

52.Fieae N*-{l},ne N*, A= g il _ g ,B= a1l | 1S3 se determine d =
~ (A, B).

53.Fie a, b € N* astfel incat ab = (a + 3)(b — 2). Sa se demonstreze ca %— min% <1.

54. Sa se determine X, y, z € N stiind cd x = y? = 54— si xyz = 16.

55. Sa se determine numerele prime m, n, p stiind ¢ mn + mp + np > mnp.

56. Sd se determine doud numere de 4 cifre care sunt de 88 ori mai mari decit suma
cifrelor lor.

57. Sa se determine numarula=1! -3 -2! -4+ 3!1.5-4! .6+ ... - 1000! - 1002 +
+1001!, unden! =1-2-3-...-n,ne N,

58. Sd se demonstreze ca nu exista doua numere naturale nenule cu suma egala cu 143
si produsul divizibil cu 143.

59. Fien € N*, a = 122..221 avand n + 2 cifre si b = 999999. Si se determine n mi-
nim pentru care b | a.

60. Pentru n € N* notdm cu s(n) suma cifrelor lui n. Sa se determine n pentru care n +
+ s(n) = 2016. A

61. Si se rezolve in numere naturale ecuatia a’ + 1 = 2",

62. Si se rezolve in numere naturale ecuatia a’ + 1 = 3",

63. Sa se determine toate perechile de numere prime de forma (a" — 1; a" + 1), unde
a,ne N*,n=2.

64. Fie a, b, c € N* si fie E(a, b) = (—1)‘1lb + (—1)ba . Sa se calculeze E(a, b) + E(b, ¢) +
+ E(c, a) = A.

65. Fie a, b, ¢ € N*. Sa se calculeze: A = (1) +(=1)*" +(=1)*" .
aZ 3 C4
66. Si se determine a, b, c € N* stiind cd —=—=-—sja’- b*. ¢’ =3°.2".
9 16 4
67. Se considerd numerele intregi a,, a,, as, ..., a, € Z*, unde n € N, n > 7, cu proprie-
tatea cd suma oricdror 5 termeni consecutivi este strict negativa si suma oricaror 7

termeni consecutivi este strict pozitiva. Sa se demonstreze ca n < 10.

68. Sd se determine cel mai mic si cel mai mare numar n = abed pentru care abed +
+a-b+c—d=m’ meN.

69. Si se rezolve in numere intregi ecuatia x* + x = 5" + 1.

70. S se determine a € N astfel incat ecuatia |x| + [x — 1| +[x —= 2|+ ... +|x — 20| =a sd
aiba solutie unica.

8



71. Sa se demonstreze ca orice numar natural n > 12 este suma a doud numere compu-
se.
72. Sa se determine numerele naturale a si b si numerele prime p, q stiind ca aq = bp,
a+b=45si(a+b):(p+q)este numar prim.
73. Sa se demonstreze cd pentru orice trei numere naturale impare, existd un alt numar
natural impar, astfel incat suma patratelor celor 4 numere si fie patrat perfect.
74. Sa se determine m, n € N¥, astfel incat numerele a =m? + 6n si b = n’> + 6m si fie
simultan patrate perfecte.
75. Sé se determine a, b € N*, stiind ci (a, b) + [a.,b]=2a+b.
76.a) Sa se demonstreze ci existd a, b, ¢ € Z, astfel incata> + b2 =8¢ — 1.

b) Sd se demonstreze ca existd a, b, ¢ € Z astfel incat a° + b® = 4c + 103,
77. Sa se determine n € N*, stiind cd 24 | a, unde a = 5" + n.
78. Sa se demonstreze ca suma patratelor a trei numere intregi consecutive poate fi
egald cu suma pitratelor a doua numere intregi consecutive. Dati cel putin 6 exemple.
79.a) Demonstrati ca exista o infinitate de numere naturale n, care au exact 8 divizori
naturali da!ll del= d] < dz < d3 RSP d7 < dx =7 $1 d3 . d6 = d4 . d_:.

b) Dati un exemplu pentru care n are cel putin doi divizori primi distincti si ds +
+dg = dy4 + ds.
80. Sa se determine numerele intregi a, a,, as, a4, as pentru care a; +a, + a3 +a, +as =
=5 $l |31 = a2| = |a2 r— a3| = |a3 — a4| = |a4 - 35] = ]a5 o a1|.
81. Sé se determine numerele intregi a, b, c, stiind ci 2ab=a + b — 4; 2bc =3b + ¢ si
2ac=3a-c.
82. Sa se demonstreze cd ecuatia 3* = y* — 7 - 3 are o infinitate de solutii in multi-
mea numerelor intregi.

- . . . . o1 1
83. Sé se rezolve in multimea numerelor intregi ecuatia — —— + — =1,

x* xy vy’
84. Sa se rezolve in multimea numerelor intregi ecuatia (x — yyY=19- Xy.
85. Sé se determine numarul minim al divizorilor numarului n = abc abc .
86. Sa se rezolve in Z ecuatia 9* = b* + 4b + 60.
87. Determinati patru numere impare consecutive pentru care suma patratelor este
patrat perfect.
88. Sa se determine suma numerelor naturale nenule a < b < ¢ pentru care a! - b! - ¢! =
=720.

. 2b-1

si sunt numere naturale.

89. Determinati numerele prime a si b stiind ca
a

90. Sa se determine numerele naturale a si b pentru care a si b pentru care 2° - 3° + 4
este patrat perfect.



SOLUTII

ALGEBRA

Capitolul 1
DIVIZIBILITATE. MULTIMEA NUMERELOR INTREGI

1.Luandn=2m+ | avema=5"-16 = (4 - 5™,

2. Deoarece n € N rezultd cd n> + 13 > 13. Cum n’ + 13 este numar prim, rezultd cdn = 2;

3. Observiam ci 0 si 1 sunt solutii. Orice n > 2 nu este solutie.

4. Pentru a =b avem d = m = a = b si avem egalitate. Presupunem a <b si fiea=dn, b=dp, n,
peN* (n,p)=1,n<p. Avem m=dnp si atunci rezultacia+b=dn+dp<d+m=d+
+dnpent+tp<l+tnpem-1)-(p-1)=20.

5.Avema=(n-3)(n*+3). Rezultin-3=1sin=4.

6. Deoarece a = mn + 7 este numar prim, rezultd cim =2 saun=2. Dacaim=2avema=2n +
+7,b =8+ n. Rezultd ci n este numdr impar. Dacd n = 6k + 1, avem a = 3(4k + 3) (imposibil).
Dacan =6k —1,avem k € {I, 2} si decin € {5, [1}. Mai este solutie i n = 3. Daci n = 2,
avem a=2m+ 7, b=4m + 2 si b nu este numar prim.

7. Avem (2¥2 -2 <0,deundex =y +3,2a=2"-9.

8. Avem (m — 2)(mn — n + 1) = p, unde p este numar prim. Atuncim—2 € {-2,-1, 1, 2} si

decim e {0, 1, 3, 5}. Daca m = 0, rezultd n = E—;i—z— =2. Dacd m = 1, rezultd p = —1 (imposi-

bil). Dacd m =3, avem p=2n+ 1 si atuncin = %1 , unde p este numar prim impar. Dacd m =

=4, rezultd p = 6n + 2, nu este numar prim.

9. Perechile (n, n° — 1), n € N*, sunt solutii deoarece n’ — 1 + 1 = n’si(’—1)Y=(n- 1)%n +

1P =@+ 1) [(n- 17 @+ D]

10. Se observa ca 2 si 3 nu sunt solutii, iar 5 este solutie. Luand n=5k +r,r € {0, 1, 2, 3, 4},

atunci avem 5 | n pentru perechile (n + 14, 5k + 1), (n + 18, 5k + 2), (n + 2, Sk + 3) si (n + 6,

Sk +4).

11. Numerele pare nu sunt solutii. Numerele 1 si 5 nu sunt solutii. Numarul 3 este solutie. Se

studiaza cazurilen =5k +r.r € {0, 1, 2, 3, 4}. Nu mai sunt alte solutii.

12. Se observi cd numerele impare nu sunt solutii. Observam ca 0 si 2 nu sunt solutii i cd n =

= 4 este solutie. Se iau numerele de forma 6k +r, k € N*,r € {0, 1, 2, 3, 4, 5} si nu mai obti-

nem alte solutii.

13. Cel putin unul dintre numerele m, m + 2, m + 4, m + 6, unde m € N*, m > 3, este divizibil

cu 3 si cel putin egal cu 7 (luand m =3k +r, k € N*,r € {0, 1, 2}).

14. Avem A=b-B,unde B= 22..211..1=2-10°(1 + 10+ 10>+ ...+ 10" ) + (1 + 10 + 10* +

4o+ 10"y =1 +10+...+10"")1+2-10".Pentub=2avem2 - (1 + 10+ ..+ 10"") =
10" -1 10" -1 210" =1) 2-10"+1 2(10" -1) si

=2- , unde e N. Rezulta ca A = , unde
9 3 3

141



n n n
2-10" +1 i § 2-10 +1_1:2(10 #l).

3 3 3
15. Avema = 2°) + 1= 27 + D2 - 2" + 1).
16. Pentru n € {0, 2, 4,6, 8} avem 2 | A. Pentrun € {0, 3, 6, 9} avem 3 | A, iar pentru n €
€ {0,5} avem 5| A. Pentrun = 1 avem A = 10" — 9 = (10°° - 3)(10° + 3). Pentru n = 7, im-
partim numarul A in 16 grupe de forma 999999 si grupa 9997. Cum 13 | 999999 si 13 | 9997
rezultda ca 13 | A.

17. Avem A = 1300a + 13c¢ =13 - aOc, unde a < {1,2,3},c e {0, 1, 2, 3}. In acest caz trebuie

determinat cel mai mare numar prim de forma aOc, care este numarul 103,

18. Deoarece ultima cifrd a unui patrat perfect este 0, 1,4, 5, 6 sau 9, rezulta cia ¢ {0,2, 3,7,
8}. Orice patrat perfect este de forma 4k sau 4k + 1 si decia & {1, 5,6, 9}. Dacd a = 4, avem
A =27. B, unde B nu este patrat perfect.

19. Dacd a, b, ¢ ¢ {2, 5}, atunci a™, b™, ¢* au ultima cifra egald cu 1 si deci ultima cifrd a lui
A este datd de u(A) = 3 si deci A nu este patrat perfect. Daca {a, b} = {2, 5}, atunci u(A) =
=u(6+5+2)=3si A nu este patrat perfect. Dacia=2sib#5,c# 5, atunci u(A) =u(6 + 1 +
+1)=8,iardacia=5sib#2, ¢#2 atunci u(A) =u(5+ 1+ 1)=7. Din nou A nu este patrat
perfect.

20. Numerele 0 si 1 nu sunt solutii. Numarul 2 este solutie. Pentru n 2 3 avem doud cazuri.
Daci n =2m, avem 2°" — 1 = (2" - DQ2™ + 1) si cum 2™ — 1 > 3, 2™ + 1 > 5, numdrul 2m
nu este numdr prim. Dacd n = 2m + 1, numarul 221 =2 B+ )"+ 1=2Ms+ 1)+ 1=M;s
nu este numar prim.

21. Numerele sunt de forma 6n + 1, 6m + 1, m, n € N. Atunci a>—b*=36n"+ 12n+ 1 —
—(36m* + 12m + 1) = 12n(3n + 1) — 12m(3m + 1). Cum n(3n £ 1) si m(3m * 1) sunt numere
pare, rezultd ¢ 12 | a* — b’ i 24 | a’ - b’

22. Avem a>5,d > 7, bsic de paritati diferite. Avem deci b =2, ¢ impar, sau ¢ = 2, b impar.
Daca b =2, cum b + ¢ este numir impar, rezultd ¢cd n = 2. Avem a =2 + ¢ = d — 2 si atunci
trebuie sa gisim numerele prime ¢, ¢ + 2, ¢ + 4 cu ¢ > 3. Observdm ca ¢ = 3 este solutie si avem
a=35,d=7. Dacdc>5, numai avem solutie. Dacd ¢ =3m + 1, atunci ¢ + 2 = 3(m + 1), iar
dacd ¢ = 3m + 2, atunci ¢ + 4 = 3(m + 2). Analog mai avem solutiea=5,b=3,c=2,d=7,
n=2.

. . _a, a, a a a a, a,+a,+..+a .
23. Din relatiile date rezulta —=—3="4= "ol "n - 11 2 0 "n_]g
a, a, a, a,_, a,, a, a+ta+..+a,
; o T3 2, .2 2 2 =
decia;=a,=..=a,=a e N*. Dind4n= a; +a;+...+a, =n-a rezultda= 2.

24. Fie A numirul multiplilor lui 13 de la 1 la 999999, care nu se divid cu 17. Fie B numérul
multiplilor lui 17 de la 1 la 999999, care nu se divid cu 13. Fie C numarul multiplilor lui 13 si
17 de la 1 la 999999. Atunci A + C reprezintd toti multiplii lui 13 mai mici sau egali cu
999999, iar B + C reprezinta numarul multiplilor lui 17 mai mici sau egali cu 999999. Din A +
+C>B+Cavem A > B.

25. Notim cu s(a) suma cifrelor numarului a. Cum 3 | 3n rezulta ca 3 | s(3n). Cum s(3n) = s(n),
rezultd ci 3 | s(n) si deci 3 | n. Avem 9 | 3n si deci 9 | s(3n). Cum s(n) = s(3n), rezultd ¢ 9 | s(n)
si deci 9 | n. Nu avem 27 | n de exemplu pentrun =9.

26. Suma cifrelor numarului n = 213213213213 este 24. Numarul m ramas trebuie s aiba su-
ma cifrelor divizibild cu 9. Cum m este cit mai mare, atunci s(m) = 18 si suma cifrelor sterse
va fi 6. Pentru ca m si fie maxim trebuie sterse doua cifre de 3. Obtinem n =2132132121.
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